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Айталық ),( yxf   функциясы  21,0 квадратында анықталсын және    , 
мұндағы  

 1...0 10  mxxx ,  
 1...0 10  nyyy , 

 21,0 квадратының қандай да бір бөліктенуі болсын. 
Анықтама 1. Берілген ),( yxf  функциясының   бөліктенуі бойынша p -ретті   p1  
вариациялық қосындысы деп  
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Бір айнымалы функциялар үшін вариациялық қосынды түсінігін Н.Винер [1] алғаш енгізді, 
ал екі айнымалы функциялар үшін бұл түсінікті Л.Кларксон және С.Адамс [2] енгізді. 
Анықтама 2. Айталық  p1  болсын. ),( yxf  функция үшін p/11  ретті вариациялық 
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шамасын айтамыз.  
Анықтама 3. Айталық  p1  болсын. Егер ),( yxf  функциясы үшін төмендегідей  
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шарты орындалса, онда ),( yxf  функциясы шенелген p-вариациялы функция деп атаймыз 

және оны   21,0pBV  функциялар класына жатады дейміз, ал егер  (  p1 ) 
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шарты орындалса, онда f  функциясы  21,0pBVС  функциялар класына жатады дейміз.   
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Айталық kRx , kZn , ),...,( 1 kxxx  , ),...,( 1 knnn   болсын. Онда еселі Хаар жүйесін 
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Теорема 1.  Айталық  21,0pBVCf  ,  p1  және 

        
1

0

1

0
, 2121

, dxdyyhxhyxffa nnnn , Nnn 21,  

болсын. Онда келесі теңсіздік орындалады: 

  2
2

/11

/1
12

2

12

2

21

21

11

1

12

2

2
2
1,

2
1,

































 
  kk

kkp

p

i j

p
ij ffa

k

k

k

k

  .                    (1) 

Дәлелдеуі. Егер 11
12 mn k  , 22

22 mn k   болса, онда ),(
21 , yxh nn  Хаар функциясының 

анықтамасын пайдаланып төмендегі теңдіктерді аламыз: 

   

 

dxdyyhxhyxfdxdyyhxhyxfa n

m

m

m

m
nnnnn

k

k

k

k

)()(),()()(),(
2

1
1

1
1

2
2

2
2

12121

2

1

2

2

1

2

1

0

1

0
,  



124 
 









   





 



 

dxdyyxfdxdyyxf
k

k

k

k

k

k

k

k

m

m

m

m

m

m

m

m

kk 1
1

11
1

12
2

2
2

11
1

1
1

12
2

2
2

21 2
1

2
12

2
12

2

2
12

2

2
12

2

22 ),(),(22  









   









 


 





dxdyyxfdxdyyxf
k

k

k

k

k

k

k

k

m

m

m

m

m

m

m

m

1
1

11
1

2
2

12
2

11
1

1
1

2
2

12
2

2
1

2
12

2
1

2
12

2
12

2

2
1

2
12

),(),( . 

Сондықтан, айнымалыларды ауыстырып, аргументтердің жылжуын ескеріп,  










   
  
 



 


dxdyyxfdxdyyxfa
k

k

k

k

k

k

k

k

m

m

m

m

k

m

m

m

m

kk

nn

11
1

1
1

12
2

2
2

1

11
1

1
1

12
2

2
2

21

21

2
12

2

2
12

2

1
2

12

2

2
12

2

2
, ),2(),(2  










   
  
 



 

 dxdyyxfdxdyyxf
k

k

k

k

k

k

k

k

m

m

m

m

kk

m

m

m

m

k
11

1

1
1

12
2

2
2

21

11
1

1
1

12
2

2
2

2
2

12

2

2
12

2

11
2

12

2

2
12

2

1 )2,2()2,(_  

 
















  
 

 




dxdyyxfyxfyxfyxf
k

k

k

k

m

m

m

m

kkkk
kk 11

1

1
1

12
2

2
2

2121
21 2

12

2

2
12

2

11112 )2,2()2,(),2(),(2

 
теңдігін аламыз. 
Енді  212 ,,,, hhyxf  айырымын  

),(),(),(),(),,,,( 1221212 yxfyhxfhyxfhyhxfhhyxf   
түрінде белгілеп аламыз.  
Онда 1

2
1

1

 k
mx , 1

2
2

2

 k
my  болғанда анықтама бойынша   

   1
2

1
2212

2
2

1
1
,,,,,,   k

m
k

m
pp fVhhyxf , мұндағы 





 

 


11
1

2 2
12;

2
2

kk
k

m
mm

 

теңсіздігі орындалатындығын ескеріп және Гёльдер теңсіздігі негізінде (мұндағы 111


qp
) 

төмендегідей теңсіздіктерді аламыз: 

  





  

  




11
12

12
22

1
21

21
),2(),(2 12

,
k
m

k
m

yxfyxfa k
kk

nn  



















 

 q

k

q

k
ppkkk dxdyyxfyxf

1

1

1

1

1
111

21

212

2
1

2
1)2,2()2,(  



125 
 

 
  







































 
 







 
 





q

k

q

k

p

p

h

h

kk

dxdyhhyxf
k
m

k
m

k

k

1

1

1

1

1

212

2
1

2
1

2
21

11
12

12
22

122

111

21

2
1

2
1,,,,sup2  











































 





 

 


p

k

p

k

q

k

q

kkkkkp

kk mmmmfV
1

1

1

1

1

1

1

1
22112

21212211

21

2
1

2
1

2
1

2
1

2
1,

2
,

2
1,

2
,2  



























 





 











pq

k

pq

kkkkkp

kk mmmmfV
11

1

11

1
22112

212211

21

2
1

2
1

2
1,

2
,

2
1,

2
,2  

 


























 





 

 



11
22112

212211

21

2
1

2
1

2
1,

2
,

2
1,

2
,2 kkkkkkp

kk mmmmfV  













 





 






2211

21
21

2
1,

2
,

2
1,

2
,2 2211

2
2

kkkkp

kk
kk mmmmfV  













 





 







2211

21

2
1,

2
,

2
1,

2
,2 2211

2
2

kkkkp

kk mmmmfV . 

Осыдан 
 

p

kkkkp

pkk
p

p
nn

mmmmfVfa 



















 





 




2211

21

21 2
1,

2
,

2
1,

2
,2)( 2211

2
2

, .                  (2) 

Енді 0  кез келген оң санын алайық. Кез келген 12,...,1,0 1
1  km , 12,...,1,0 2

2  km  
сандары үшін  

  
2122112,1 22

1,
2

,
2

1,
2

, 2211
kk

p

kkkk
p

p
pp mmmmfVf

mm 



















 





 




  

теңсіздігі орындалатындай 




 






 

2211 2
1,

2
,

2
1,

2
2211

kkkk
mmmm  кесінділерінің 

1m  және 
2m  

бөліктеулері табылады. Сондықтан  21,0  квадратының диаметрлері 
12

1
k , 

22
1
k  аспайтын 

бөліктеулерін біріктіріп  (2) теңсіздігін қосындылап 

  pp
kk

kk
p

p
i j

p
ij ffa

k

k

k

k

2
2

/11

12

2

12

2

21

21

11

1

12

2

2
2
1,

2
1,































 

 

  

теңсіздігіне келеміз.   саны кез келген өте аз шама болғандықтан (1) теңсіздігіне келеміз. 
Теорема дәлелденді.  
 

Қолданылған  әдебиетер тізімі 
 

1. Wiener N. The gudratic variation of a function and its Fourier coefficients // Маssachusetts J. of 
Math. - 1924 . - Vol. 3. - P. 72-94. 
2. Clarkson J.A., Adams C.R. On definitions of bounded variation for functions of two variables // 
Trans. Amer. Math.Soc. - 1933. - №35. - P. 824-854. 


