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Салдар. Егер An аффиндік кеңістігінде өлшемділіктері оң Pk және Pl айқас жазықтықтары бар 
болса, онда 

 22 n-,  l  n-k   
Дербес жағдай. Гипержазықтық оң өлшемді қандай да жазықтықпен айқаса алмайды. 
5-теорема. Егер An-де Pk, Pl және Lm = LkLl жазықтықтарының өлшемділіктері   

  nk + l - m   
шартына бағынса, онда Pk және Pl қиылысады; мұндағы Lk мен Ll - сәйкесінше Pk мен Pl –дің 
бағыттаушы ішкі кеңістіктері. 
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ЕВКЛИД КЕҢІСТІГІНДЕГІ ҚИСЫҚСЫЗЫҚТЫ КООРДИНАТАЛАР ЖҮЙЕЛЕРІ 

 
МусинА.Т., Дәулетбақова Р.Б. 

Л.Н.Гумилев атындағы Еуразия ұлттық университеті, Астана, Казақстан 
 

n-өлшемді Евклид кеңістігін қарастырайық, оны төменде nR  арқылы белгілейтін боламыз 

және оған нүктенің координаталарын енгізіп бекітеміз: сонымен nRM   нүктесінің 
орналасуы оның nxxx ,...,, 21  координаталарымен бірмәнді анықталады. 
Әрине бұл координаталар кеңістікте бекітілген nee ,....,1  базисіне қатысты алынған. 
Демек, кеңістікке декарт координаталарын енгізу дегеніміз кеңістіктің әрбір нүктесіне оның 
координаталары деп аталатын nxxx ,...,, 21 нақты сандар бумасын сәйкестікке қою, сонымен 
бірге  
а) кеңістіктің өзгеше нүктелеріне координаталардың да өзгеше бумалары сәйкес қойылады. 
Бұл мынаны білдіреді ( nxxx ,...,, 21 ), (у1, ..., уn) координаталарына ие P  және Q  нүктелері тек 

қана ii yx  , ni ,....,1  болғанда беттеседі; 

b) керісінше, нақты xi сандарының әрбір ( nxxx ,...,, 21 ) бумасына кеңістіктің белгілі бір 
нүктесі сәйкес. 
Евклид кеңістігінің нүктелерін нақты сандар бумасымен сипаттау идеясы геометриялық 
есептерді алгебра әдістерімен шығаруға мүмкіндік беретін аналитикалық геометрия негізінде 
жатады. Бұл маңызды идеяны математикаға алғаш Декарт енгізген болатын, сондықтан да 
координаталар Декарт есімімен аталған. 
Геометрияны алгебраландыру тек геометрия да ғана емес, бүкіл математикаға төңкеріс 
еңгізді. Мұнда біз Декарттың әдісінен шығатын белгілі мысалдардан бас тартып (есімізге 
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екінші ретті сызықтар немесе беттердің классификациясын алсақ та жеткілікті), оқырман 
қауымды алгебра және аналитикалық геометрия курстарына қайырамыз.  

Тек қана айтып кететін жайт: nR -дегі декарт координаталары евклид скаляр көбейтіндісімен 

- яғни әрбір қос nR ,  векторларына сәйкестікке қойылатын бисызықтық формасымен 
тығыз байланысты екенін ескертіп кеткен жөн. Бұл амалдың  симметриялы, әрбір аргументі 
бойынша сызықтық, ал форманың өзі оң анықталған екендігін ұмытпау керек. Декарт 

координаталар жүйесінде   және   векторларының евклид скаляр көбейтіндісі деп  

    ,,,,  белгілерінің бірімен кескінделген және 

,...., 11 nn                                                    (1) 

   nn  ,...,,,...., 11                                                 (2) 

формуласы бойынша есептелетін санды айтады. 
Қаншама маңызды болғанымен, көптеген көрнекті есептерді ыңғайлы аналитикалық түрде 
жазуда декарт координаталарының жеткіліксіз екендігі қарапайым мысалдардан-ақ көрінеді. 
Айтқан пікіріміздің растығын декарт координаталарымен қамтамасыз етілген жазықтықтағы 
қисықтардың теңдеулерін жазу мысалында көрсетейік. 
Әрине қарапайым сызықтарды, мәселен шеңбер немесе эллипсті алатын болсақ, олардың 
декарт координаталарындағы аналитикалық өрнегі өте ықшамды. 
Шынында R  радиусты, центрі   ,C  нүктесінде орналасқан шеңбер теңдеуі 

    222 Ryx    түрінде жазылса, центрі сол C  нүктесінде, ba,  жартылай бас 

осьтеріне ие болатын эллипстің теңдеуі 
    12

2

2
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




b
y

a
x 

 түрінде жазылады. 

Бірақ механикалық және физикалық есептеулерде декарт координаталарындағы өрнектелуі 
күрделі болып келетін тегіс сызықтар кездеседі. Мәселен, декарт координаталарында 

022 








x
yarctg

eyx


                                                  (3) 
теңдеуі спиральды анықтайды. 
Әлбетте, сызықтың декарт координаталарындағы жазылуы тым күрделі болмағанымен, бұл 
сызықтың өзгеше - жазықтықтағы поляр деп аталатын координаталар жүйесіндегі өрнегі 
анағұрлым ықшамды екенін көруге болады. 
Декарт координаталарымен  sin,cos ryrx   қатынастары арқылы байланысқан r , 
  поляр координаталарындағы аталған сызықтың (спиральдің) теңдеуі 

er  .                                                      (4) 
Кеңістік аймағының әрбір нүктесіне декарт координаталарының түрлі бумаларан сәйкестікке 
қоюға болады, мәселен нүктенің ),....,( 1 nxx  бастапқы координаталарымен бірге оның 

жаңа ),....,( 1 nzz  координаталары да бар. 
Жаңа және ескі координаталар арасында аналитикалық геометриядан белгілі сызықтық 
тәуелділіктер бар. Оларды 

),...,( 1 nii zzxx  ,      nji ,....,1,  ,                                   (5) 
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),...,( 1 njj xxzz   
түрінде жазуымызға болады. 
Алдымен кеңістіктегі координаталардың сызықтық түрленуін жазып алайық: 

ji
j

i zax   nji ,....,1,                                        (6) 

(мұнда қайталанатын j  индексі бойынша қосынды жүргізіледі). 

(6) формулалары Р нүктесінің nxxx ,...,, 21  декарт координаталары оның жаңа 
nzz ,....,1 координаталары арқылы )( i

jaA   матрицасы көмегімен өрнектелетіндігін білдіреді. 

Бұл теңдікті қысқаша 
AZX  , ),...,,( 21 nxxxX  , ),....,( 1 nzzZ                                (7) 

түрінде жазуға болады. Z  - ті X  арқылы өрнектеу үшін )( i
jaA   матрицасының кері 

)(1 i
jbAB                                                             (8) 

матрицасы болуы қажет және жеткілікті. Кері матрица элементтері  

k
i

k
j

j
i ab       nkji ,....,1,,                                (9) 

қатынастарынан анықталады, мұндағы 









ki
ki

k
i

,0
,1

                                             (10) 

- Кронекер символы, ал j  индексі бойынша қосынды жүреді. 
Сонымен А матрицасының қайтарымды, демек, нөлден өзгеше анықтауы-шы бар болу 
жағдайында ғана жаңа координаталарды ескі координаталар арқылы өрнектеуге болады: 

k
k

jj xbzBXZ  , .                                                                (11) 
Енді жаңадан кез келген 

),...( 1 nii zzxx  ,             ni ,....,1                                            (12) 

координаталарын қарастырайық, мұнда ),...( 1 nii zzxx   функцияларын үзіліссіз 
дифференциалдамалы (тегіс) деп санаймыз. 

Анықтама. Егер  
nn zzzz

j

i

j
i

z
xaA

0
1
0

1 ,....., 











  матрицасының (мұндағы 00
1 ,..., nzz үшін 

nixzzx ini ...,,2,1,),...,( 000
1  ) анықтауышы нольден өзгеше болса, ),...,( 00

1 nxxP  нүктесі 

),...( 1 nzz  координаталар жүйесінің ерекше емес нүктесі делінеді. 

А матрицасы берілген ауыстырманың Якоби матрицасы делініп 










z
xĴ   

арқылы белгіленеді. Якоби матрицасының анықтауышы якобиан аталынып  

J
z
xJ ˆdetdet 







  арқылы белгіленеді. 

Математикалық анализ курсынан кері түрлендіру жөніндегі мынадай теорема 
(айқындалмаған функциялар теоремасының дербес жағдайы) белгілі: 
Егер жаңа )(zxx ii  координаталарына көшу беріліп ),...( 00

1
0

nii zzxx  және 
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0det
0

1
0

1 ,.....,












 nn zzzzz

xJ                                        (13) 

болса, онда ),....,( 00
1 nxx  нүктесінің неғұрлым кіші аймағында nzz ,...,1  координаталарын 

)(xzz ii  түрінде nxx ,...,1  арқылы өрнектеуге болады, мұнда ),...( 00
1

0
nii xxzz  , ni ,....,1  

онымен қоса 

  







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

 j

i

j
i

x
zb                                                                      (14) 

матрицасы, атап айтқанда, кері түрлендірудің Якоби матрицасы  

  












 l

k
l

k

z
xa                                                                     (15) 

матрицасына кері, яғни 

i
kk

j

j

i

z
x

x
z









                                                                      (16) 

( j  бойынша қосынды жүреді). 
1n  болғандағы тұжырымның түрі: 

Егер )(zxx   және 0
0


zzdz

dx
 болса, онда )( 00 xzz   және 1

dz
dx

dx
dz

 болатындай 0x  

нүктесінің неғұрлым кіші аймағында )(xzz   өрнектелуі табылады ( z  - ті x  арқылы 
өрнектеуге болады). 
Жоғарыда қарастырылған координаталардың сызықтық ауыстырым жағдайында AZX  , 

атап айтқанда i
j

ii zax  . Бұл жағдайда 







dz
dx

 Якоби матрицасы A  матрицасымен беттеседі, 

өйткені k

i
i
k dz

dxa   және бұл сандар тұрақты. Сонымен бірге 0det A  болса, онда 

ауыстырым кеңістіктің кез келген нүктесінде қайтарымды және BXZ  , мұнда B  
матрицасы A  матрицасына кері. 
Енді аналитикалық геометриядан белгілі жазықтықтағы және кеңістіктегі координаталардың 
мысалдарына тоқтайық: 
1. Поляр координаталары. xx 1 , уx 2 , 2n . Мұнда  

,sin,cos  ryrx   ,01  rz  .2 z  












 j

i

z
xA  Якоби матрицасын құрайық: 








 
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

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

































cossin
sincos

r
r

y
r
y

x
r
x

A .                              (17) 
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Якобиан үшін  

0det 









 r
z
xJ .                                   (18) 

Сонымен якобиан тек қана 0r  нүктесінде нольге тең. 0r  (  кез келген)  аймағында 
жаңа координаталардың ерекше нүктелері жоқ. 
  20,0 r  аймағында жаңа координаталар толық бірмәнді, ерекше нүктелері 
жоқ. 
Сонымен координаталардың бас нүктесі ғана поляр координаталар жүйесінің ерекше нүктесі 
болып келеді. 

2. Цилиндрлік координаталар. ,1 rz   ,2 z  zz 3
 цилиндрлік координаталары 

үшөлшемді декарт кеңістігіндегі 321 ,, xxx  декарт координаталарымен 

zxrxrx  321 ,sin,cos                                           (19) 
түрінде байланысқан. Мұнда 0r  түзуі, яғни z  осі бойында координаталық жүйе 
«бұзылады». 
Шынында, Якоби матрицасының түрі: 















 


100
0cossin
0sincos




r
r

A                                                         (20) 

ал оның якобианы тек қана 0r  болғанда  нольге тең болады. 0r аймағында 
координаталар жүйесінің ерекше нүктелері жоқ. Жоғарыдағыдай   координатасы  20   
аймағында бірмәнді. 

3. Үшөлшемді кеңістіктегі   321 ,, zzrz  сфералық координаталары үшін 

,sinsin,sincos 21  rxrx   

.0,20,0,cos3   rrx                     (21) 
Сфералық координаталар үшін Якоби матрицасы: 






















0sincos
sincoscossinsinsin
sinsincoscossincos





r
rr
rr

A                            (22) 

AJ det  якобианы 
sin2rJ                                               (23) 

шамасына тең. 

Мұнан ,0r  ,0  аймағында сфералық координаталар жүйесі бірмәнді және ерекше 
нүктелері жоқ. 

0r  ( ,  - кез келген) немесе 0 ,   ( r ,  - кез келген) – сфералық координаталар 
жүйесінің ерекше нүктелері. 
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шектік есептің   меншікті мәнін анықтауға келтірілетіні белгілі. 
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мұндағы         jjbaCtqbaCt  ,,,,,   - кейбір тұрақтылар,  baC ,  -  ba,  

аралығындағы үзілліссіз функциялар класы. 
Осындай есептерге шектің көлденең тербелуі, серпінді стерженнің бойлық тербелуі, 
трубадағы дыбыстық тербелу,сымдағы электрлік тербелу есептері жатады. 
(*) есебінің өзіндік функцияларының нөлі мен меншікті мәндерінің арасында тығыз 
байланыс  бар. Нақтырақ айтсақ, өзіндік функцияларының нөлдерінің үлестірімін зеріктеу 
осы есептің дискретті  меншікті мәндерінің ақырсыз жиыны бар екенінің дәлелдемесіне алып 
келеді. 
Мұндай терең байланысты  Ж.Штурм  тапты және де 

          0
''  tytvtyttLy   

теңдеуінің шешімінің  нөлдері толық зеріктелді, мұндағы        IICtvt ,,  қандайда бір 
аралық. 
Соның ішінде ол,  I аралығындағы теңдеудің нақты нөлдерінің саны туралы “Штурм 
ережесін”  жасады,  L  теңдеуінің  шешімінің тербелімділігін және  олардың нөлдерінің 
осьтегі үлестірімін  зерттеді , салыстыру теоремаларын дәлелдеді. 
Сызықты теңдеудің тербелімді шешімдерінің қасиеттерін Кнезер, Уитнер, Хартман және 
басқа авторлар өз еңбектерінде қарастырды. 70 – жылдарда  сызықты емес теңдеулер 
класынан А.Эльберт және  Д. Мирзов және басқада авторлар [2] өз жұмыстарында жартылай 
сызықты  теңдеулердің тербелімділігін, шенелімділігін, асимптотикалық тәртібін  және басқа 
да қасиеттерін алды. Соңғы он жылдықта  А.Досли , Р. Марик, [1] Р. Ойнаров[3] және басқа 
зерттеушілер [1] сызықты , сызықты емес теңдеулердің тербелімділігін зерттеді. Соңғы 


