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Научный руководитель – Ж.Б. Муканов 

 

В данной работе показано, что коэффициенты Фурье функций ограниченной Λ-вариации, 

где  n= , равны )/( nО n . Это было известно для 1+=  nn , 01 −  . Показано, что классы 

L и HBV - дополнительные, аL и ΛBV не являются дополнительными, если класс ΛBV не вложен 

в класс HBV. Показано, что частичные суммы рядов Фурье функций 

ограниченнойгармонической вариации равномерно ограничены, приведено доказательство 

аналога теоремы Дирихле для этого класса функций без использования признака Лебега. 

В [1]показано, что функции ограниченной гармонической вариации(HBV) удовлетворяют 

признаку Лебега сходимости их рядов Фурье, но если класс функций ограниченной Λ-вариации 

(ΛBV) не вложен в класс HBV, он содержит функции, ряд Фурье которых расходится. 

В данной работе приводится оценка коэффициентов Фурье функций из классаΛBV. Мы 

докажем аналог теоремы Дирихле для функций из HBV, не прибегая к признаку Лебега, а также 

покажем, что частичные суммы рядов Фурье функций из класса HBV равномерно ограничены. 

Из этого можно заключить, что классы L и HBV являются дополнительными, то есть справедливо 

равенство Парсеваля (с обычной сходимостью) для Lf  и HBVg . Мы увидим, что L и ΛBV 

не являются дополнительными, если ΛBV не является подклассом HBV. 

Пусть функцияfзадана на отрезке  ba, ,  n=  -неубывающая последовательность 

положительных чисел, такая, что +=


=1

1

n n
и  nI - последовательность 

неперекрывающихсяпромежутков    babaI nnn ,, = .Функция fназывается функцией 

ограниченной Λ-вариации(ΛBV), если для любой последовательности  nI выполняется 

+−


=1

/)()(
n

nnn bfaf  . Супремум этих сумм называется Λ-вариацией функции fи 

обозначается  ( )bafV ,; . При n=  данный класс называют функциями ограниченной 

гармонической вариации (HBV).  

Положим    2,0, =ba  и функция f имеет период 2π. Классы функций K  и 1K  

называются дополнительными [3], если для Kf   и 1Kg   выполняется 
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где ka , kb - коэффициенты Фурье функции fи '

0a , '

kb - коэффициенты Фурье функцииg. 

Предполагаем, что ряд справа сходится.  

Докажем следующие результаты.  

Теорема 1. Если BVf , то коэффициенты Фурье функции fравны )/( nО n . 

Теорема 2.Классы L и HBV – дополнительные. Если класс ΛBVне вложен в класс HBV, 

тоL и ΛBV не являются дополнительными. 

Теорема 3. Если HBVf , то частичные суммы ряда Фурье функции f равномерно 

ограничены.Ряд сходится всюду и равномерно сходится на любом отрезке, лежащем внутри 

интервала непрерывности функции.  

Доказательство теоремы 1. Рассмотрим коэффициенты nb . Имеем 
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где * означает суммирование по нечетным индексам. Следовательно, 
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Применяя преобразование Абеля, получим, что это выражение равно )/( nО n . 

Доказательство теоремы 2. Пусть Lf  , HBVg и ),( xgSn - n-ная частичная сумма 

ряда Фурье функции g. Тогда 
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По теореме 3 ggSn →)( всюду и )(gSn равномерно ограничены. Применяя теорему о 

мажорируемой сходимости, получим 0→ n . Таким образом, классы L и HBV – 

дополнительные. 

Положим теперь, что класс ΛBVне вложен в класс HBV,и покажем, что тогда существуют 

функции Lf 0 , BV0 g , такие, что 

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0

00 )( dxgSf n является расходящейся 

последовательностью.  

Наше предположение эквивалентно существованию невозрастающей последовательности 

положительных чисел na , такой, что ряд nna / сходится, а nan / расходится. Пусть )(xg n  - 

2π-периодическая функция, определенная на отрезке  2,0 ,равна ia , при 

 )12(
2

1
)22( −








+− ixni , 1,....,1 += ni , и 0 в остальных точках. Очевидно, что BVng . 

Теперь ΛBVявляется банаховым пространством с нормой [4] 
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Следовательно,  

= 


=


Сag
i

iin

1

/2   

для любого n. Теперь 
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подразумевая, что ).1(),(sup OxgS nn
x

  

Пусть )( fPn - непрерывный линейный функционал на L, заданный как 

dxgfSfP nnn )()(

2

0

=



. 

Тогда  
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n = , 

 

подразумевая, что существует Lf 0 , такая, что  
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Пусть )(gQn - непрерывный линейный функционал наΛBV, заданный как 
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. 

Следовательно, существует 0g в ΛBV, такая, что )1()( 0 OgQn  , что означает 
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расходится. 

Доказательство теоремы 3. Положим HBVf . Если )(xSn - n-ная частичная сумма ряда 

Фурье функции f, то для любого 0 ,  
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равномерно по x.Так как )0( +xf  и )0( −xf существуют в каждой точке, положим

 )0()0(
2

1
)( −++= xfxfxf  для любого x. Следовательно, предыдущий интеграл можно 

переписать следующим образом 
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Рассмотрим первое слагаемое, второе можно рассмотреть аналогичным образом. 

Обозначим )0()()( +−+= xftxfth .Заметим, что 
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для любого xи равномерно на замкнутых интервалах точек непрерывности. Это выражение также 

равномерно ограничено. Далее 
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где   /1 nN =+ . Очевидно, )1(2 oI = равномерно по xи  
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При четномN абсолютная величина подынтегрального выражения ограничивается 

выражением: 
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где * означает суммирование по нечетным индексам. Если N– нечетно, то  
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так же, каки 2I , удалив этот член, сведем к задаче, в которой сумма имеет четное число членов. 

Поэтому положим, что N- четное. Общий член рассматриваемой суммы равен 
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Учитывая, что 0 и выбирая oN  так, чтобы 
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и вторая сумма ограничена числом )(sup2 xf . Первая сумма ограничена числом 
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который равен o(1) при →n для любого x,  o(1)равномерно по х в любом замкнутом интервале 

точек непрерывности, и равномерно ограничена по n и х.  

Наконец, имеем 
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где )(tf равна )(tf на ],( +xx  и )0()( += xftf . Теперь 

 

 ( )  +xxfVH ,;  

 

если  достаточно мало, поскольку f  непрерывна справа в точке x[4]. Если fнепрерывна в 

каждой точке отрезка I, то мы можем выбрать такое 0 , что  ( )  +xxfVH ,;  для любого 

Ix . Очевидно, что сумма ограничена числом  ( )2,0;fVH  для любых n и х. 
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