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Абстракт. В данной статье рассматривается проблема проектирования сети с 

множественным распределением узлов и спиц в условиях перегруженности узлов. Предложена 

формулировка нелинейного смешанного целочисленного программирования, моделирующая 

перегрузку как выпуклую функцию затрат. Был применен обобщенный алгоритм декомпозиции 

Бендерса, который успешно решает стандартные задачи с набором данных до 81 узла. 

Предложенный алгоритм также превзошел коммерческий передовой пакет нелинейного 

целочисленного программирования. Основной вклад данной работы заключается в установлении 

компромисса между экономией транспортных расходов, вызванной использованием эффекта 

масштаба, и затратами, связанными с эффектом перегруженности. 

 

Постановка задачи. 

Хабы и спицы часто используются в телекоммуникационных и логистических сферах, в 

тех случаях, когда потоки таких объектов, как данные, товары, посылки, пассажиры и т.п., из 

одного пункта отправления должны быть доставлены в некоторые конечные пункты назначения. 

Такие системы используются, когда вместо прямой связи между пунктами отправления и 

назначения, используются промежуточные узлы коммутации, называемые хабами. Они являются 

точками сбора потоков объектов разного характера, как и упоминалось выше, и представляют 

собой узлы сетевых распределений этих потоков.  

При проектировании такой узловой сети, как правило, основной проблемой является 

расположение хабов распределения. Важность такой задачи обусловлена тем, что на создание и 

обслуживание таких узлов следует сделать серьёзные финансовые вложения, поэтому среди 

нескольких предлагаемых в качестве кандидатов узлов требуется выбрать их оптимальное 

сетевое распределение, позволяющее минимизировать затраты.  

Метод решения задачи. 

Для решения проблемы предлагается использовать метод нелинейного 

программирования, основанный на его классической формулировке. При этом следует также 

учитывать дополнительные эффекты перегрузки, определяемые как выпуклая функция 

стоимости. Основной стратегией решения нелинейных задач является их линеаризация 

посредство применения стратегии Бендерса. Для облегчения решения задачи делим ее на два 

иерархических уровня: на высшем уровне (ГП) решается проблема расположения наших хабов, 

на более низком уровне (ПП) рассматривается баланс потока и устранение перегрузки. 

 Построение математической модели. 

  Основными компонентами модели являются следующие:  

N-набор местоположения хабов, которые передают трафик; 

K – узлы-кандидаты на роль будущих узлов, K ⊆ N; 

𝑎𝑘 –цена за установку хаба на узле k ∈ K; 

𝑎𝑖𝑗𝑘𝑚 – цена транспортировки одной единицы некого товара от точки i до точки j через хабы k и 

m (i, j ∈ N and k, m ∈ K). 

Для любой пары узлов i и j (i, j ∈ N) объект от начальной точки i до конечной точки j проходит 

путь через один из хабов. При этом не выполняется условие симметричности узлов, т.е. 𝑤𝑖𝑗 ≠

𝑤𝑗𝑖, а цена образуется из трёх частей по формуле (1): 
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с𝑖𝑗𝑘𝑚 = 𝑐𝑖𝑘 + 𝛼𝑐𝑘𝑚 + 𝑐𝑚𝑗      (1) 

где 𝑐𝑚𝑗  и 𝑐𝑖𝑘 - это стандартная цена транспортировки единицы товара от точки i(j) до хаба k(m), 

а 𝛼𝑐𝑘𝑚 это цена транспортировки со скидкой от хабов k и m.  

Скидка определяется через условие 0 ≤ 𝛼 ≤  1 и представляет экономию доставки груза между 

хабами. Если используется только один хаб, то k=m и скидку мы не получаем, тогда можем 

определить по формуле (2): 

 

𝑦𝑘 = {
1, если хаб k ∈ K установлен 
0 если иначе                          

   (2) 

 

𝑥𝑖𝑗𝑘𝑚 ≥ 0 – это поток от пункта отправления i до пункта назначения j (i, j ∈ N), который держит 

путь через хабы k и m (k, m ∈ K) в указанном порядке.  

Для дальнейшего развития стандартной формулы из задачи размещения нескольких хабов 

(UMAHLP - uncapacitated multiple allocation hub location problem), мы используем формулировку 

Хамахера по формулам (3)-(7): 

 

   

min ∑  

𝑘

 𝑎𝑘𝑦𝑘 +∑  

𝑖

 ∑  

𝑗

 ∑  

𝑘

 ∑  

𝑚

  𝑐𝑖𝑗𝑘𝑚𝑥𝑖𝑗𝑘𝑚                                           (3)

 s.t.  ∑  

𝑘

 ∑  

𝑚

 𝑥𝑖𝑗𝑘𝑚 = 𝑤𝑖𝑗  ∀𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁                                                               (4)

 ∑  

𝑚

 𝑥𝑖𝑗𝑘𝑚 + ∑  

𝑚≠𝑘

 𝑥𝑖𝑗𝑚𝑘 ⩽ 𝑤𝑖𝑗𝑦𝑘 ∀𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁,  𝑘 ∈ 𝐾                           (5)

𝑥𝑖𝑗𝑘𝑚 ⩾ 0 ∀𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁,  𝑘,𝑚 ∈ 𝐾                                                                 (6)

𝑦𝑘 ∈ {0,1} ∀𝑘 ∈ 𝐾                                                                                      (7)

 

 

Модель (3) – (7) имеет сильную связь с линейным программирования, при этом являясь одной из 

самых сильных формулировок для UMAHLP. Но одна из главных проблем – это размер. Но 

дальше мы увидим, что размер не так важен, когда мы имеет дела с большим количеством 

математических вычислений.  

Однако, как и говорил О'Келли и Брайан, одинаковый процент скидок для каждого хаба крайне 

нереалистичное явление. Самым оптимальным вариантом будет определение, что скидка 

является большие, если расстояние между хабами меньше, чем среднее значение между 

остальными хабами. Кроме того мы знаем, что если у нас больше трёх хабов на маршрут, мы 

можем использовать следующие ограничения по формулам (8)-(10):  

 

𝑥𝑖𝑗𝑖𝑗 ⩾ 𝑤𝑖𝑗(𝑦𝑖 + 𝑦𝑗 − 1) ∀i, j ∈  N                    (8)  

∑𝑘≠𝑗  𝑥𝑖𝑗𝑖𝑘 ⩾ 𝑤𝑖𝑗(𝑦𝑖 − 𝑦𝑗) ∀𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁                  (9) 

∑𝑘≠𝑖  𝑥𝑖𝑗𝑘𝑗 ⩾ 𝑤𝑖𝑗(𝑦𝑗 − 𝑦𝑖) ∀𝑖, 𝑗 ∈ 𝑁                  (10) 

 

Ограничение (8) обеспечивает факт того, чтобы поток 𝑤𝑖𝑗 проходил по маршруту i-j-i-j, когда I и 

j являются хабами. Ограничения (9) и (10) ограничивают количество хабов. Поскольку мы 

рассматриваем эффекты перегрузки как функцию общий поток хаба, нам нужна дополнительная 

переменная решения для каждого хаба чтобы это учесть: 𝑔𝑘 ≥ 0 поток, который идёт через k ∈
 K. Позже мы добавляем дополнительное ограничение, на количество поток в каждом хабе по 

формуле (11):  

 

                            ∑∑∑𝑥𝑖𝑗𝑘𝑚 +∑∑∑ 𝑥𝑖𝑗𝑘𝑚 = 𝑔𝑘        ∀k ∈  K                           (11) 

𝑚≠𝑘𝑗𝑖

 

𝑚𝑗𝑖
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Функция СП (стоимость перегрузки) 𝜏𝑘(𝑔𝑘) применяется к каждому установленному хабу k ∈ K. 

Эта функция считается увеличивающейся на [0, +∞). Функция СП  использует закон мощности, 

который предполагает 𝜏𝑘 = 𝑒𝑔𝑘
𝑏, и e b являются положительными постоянными, 𝑏 ≥ 1. В таблице 

1 предоставлены данные CAB (Civil Aeronautic Board USA), это данные об аэропортах США. 

 

Таблица 1 - Данные CAB (Civil Aeronautic Board USA), это данные об аэропортах США 

Origin_airpor

t 

Destination_airpor

t Origin_city 

Destination_cit

y 

Passenger

s 

Flight

s 

Distanc

e 

MHK AMW 

Manhattan, 

KS Ames, IA 21 1 254 

EUG RDM Eugene, OR Bend, OR 41 22 103 

EUG RDM Eugene, OR Bend, OR 88 19 103 

EUG RDM Eugene, OR Bend, OR 11 4 103 

MFR RDM 

Medford, 

OR Bend, OR 0 1 156 

MFR RDM 

Medford, 

OR Bend, OR 11 1 156 

MFR RDM 

Medford, 

OR Bend, OR 2 4 156 

MFR RDM 

Medford, 

OR Bend, OR 7 1 156 

MFR RDM 

Medford, 

OR Bend, OR 7 2 156 

SEA RDM Seattle, WA Bend, OR 8 1 228 

SEA RDM Seattle, WA Bend, OR 453 23 228 

SEA RDM Seattle, WA Bend, OR 784 20 228 

SEA RDM Seattle, WA Bend, OR 749 22 228 

SEA RDM Seattle, WA Bend, OR 11 1 228 

PDX RDM 

Portland, 

OR Bend, OR 349 23 116 

PDX RDM 

Portland, 

OR Bend, OR 1376 161 116 

PDX RDM 

Portland, 

OR Bend, OR 444 30 116 

PDX RDM 

Portland, 

OR Bend, OR 1949 187 116 

PDX RDM 

Portland, 

OR Bend, OR 381 22 116 

PDX RDM 

Portland, 

OR Bend, OR 1559 154 116 

PDX RDM 

Portland, 

OR Bend, OR 1852 200 116 

PDX RDM 

Portland, 

OR Bend, OR 483 25 116 

PDX RDM 

Portland, 

OR Bend, OR 1965 194 116 

PDX RDM 

Portland, 

OR Bend, OR 494 28 116 
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PDX RDM 

Portland, 

OR Bend, OR 459 26 116 

      

 Далее мы предоставим кейсы по данным C𝐴𝐵15𝛼. 𝑏, 15𝛼 – скидочный коэффициент, 

умноженный на 15, а 𝑑 ∈ {𝑈, 𝐶} – момент распределения вероятностей выполнения сценариев. U 

– равномерное распределение вероятностей и С – уменьшающиеся вероятности. В таблице 2 

показаны результаты для стохастической задачи. 

 

Таблица 2 - Результаты для стохастической задачи. 

Код Время (сек.) Хабы Obj. 

CAB2.U 11.87 4, 7, 12, 17, 24 963.85 

CAB4.U 10.71 4, 12, 18, 24 1104.25 

CAB6.U 8.59 12, 18, 21 1216.76 

CAB8.U 7.61 12, 18, 21 1288.86 

CAB2.С 11.54 4, 7, 12, 17, 24 961.38 

CAB4.С 10.53 4, 12, 18, 24 1099.1 

CAB6.С 10.08 12, 18, 21 1209.69 

CAB8.С 8.16 12, 18, 21 1280.01 

 

 Время - отображает значения затраченного времени на решение соответствующей задачи. 

Хабы – это список узлов сети, которые выбраны в качестве хабов. Obj – целевая функция после 

оптимизации. 

  

 Заключение  

  В заключение можно сказать, что наша модель действительно хорошо рассчитывает 

возможные местоположения хабов, при этом учитывая другие нагрузки, в будущем она будет 

доработана сильнее, для более точного прогноза, но на данный момент она уже подходит для 

начального анализа. 
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