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ЛИНЕАРИЗАЦИЯ АВТОМОРФИЗМОВ И ТРИАНГУЛЯЦИЯ
ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЙ СВОБОДНЫХ АЛГЕБР РАНГА 2

А.А. АЛИМБАЕВ, A.C. НАУРАЗБЕКОВА, Д.Х. КОЗЫБАЕВ

Abstract. We define a class of ◦-varieties of algebras and prove that the
tame automorphism group of a free algebra of rank two of any ◦-variety
of algebras over a field admits an amalgamated free product structure.
In particular, the automorphism group of a free right-symmetric algebra
of rank two admits an amalgamated free product structure. Using this
structure, we prove that any locally finite group of automorphisms of this
algebra is conjugate to a subgroup of affine or triangular automorphisms.
This implies that any reductive group of automorphisms of a two-genera-
ted free right-symmetric algebra is linearizable and any locally nilpotent
derivation of this algebra is triangulable over a field of characteristic zero.
All of these results are true for free commutative and free non-associative
algebras of rank two.

Keywords: free right-symmetric algebra, automorphism, free product,
linearization, triangulation.

1. Введение

Хорошо известно, что автоморфизмы алгебры многочленов k[x, y] являются
ручными [1, 2]. Более того, группа автоморфизмов Aut(k[x, y]) этой алгебры
допускает структуру амальгамированного свободного произведения [2, 3], т.е.

Aut(k[x, y]) = A ∗C B,
где A — подгруппа аффинных автоморфизмов, B — подгруппa треугольных
автоморфизмов и C = A∩B. Аналогичные результаты также имеют место для
свободных ассоциативных алгебр [4, 5] и для свободных алгебр Пуассона над
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полем нулевой характеристики [6], причем группы автоморфизмов этих алгебр
изоморфны группе автоморфизмов алгебры многочленов.

В работе [21] Л. Макар-Лиманов, Д. Козыбаев, У. Умирбаев доказали, что
автоморфизмы свободных правосимметричных алгебр ранга два являются руч-
ными. Группы автоморфизмов этих алгебр гораздо шире чем группы автомор-
физмов алгебр многочленов благодаря богатой структуре элементарных авто-
морфизмов.

В 1964 году П. Кон [7] доказал, что автоморфизмы конечно порожденных
свободных алгебр Ли над произвольным полем являются ручными. Дж. Ле-
вин [8] обобщил этот результат для шрайеровых многообразий алгебр. Напом-
ним, что шрайеровыми являются многообразия всех неассоциативных алгебр
[9], коммутативных и антикоммутативных алгебр [10], алгебр Ли [11, 12] и су-
пералгебр Ли [13, 14]. Следовательно, автоморфизмы свободных неассоциатив-
ных алгебр, свободных коммутативных и антикоммутативных алгебр конечно-
го ранга над полями также являются ручными.

В 1979 году Т. Камбаяши [15], используя структуру амальгамированного
свободного произведения группы автоморфизмов Aut(k[x, y]), доказал, что лю-
бая алгебраическая подгруппа группы автоморфизмов Aut(k[x, y]) сопряжена
с подгруппой линейных или треугольных автоморфизмов. Из этого следует,
что действие любой редуктивной группы на kn, где n = 2, является линеари-
зуемым. Т. Камбаяши также предположил, что этот результат справедлив для
всех n > 2. Это предположение получило название гипотезы линеаризации
для действий редуктивных групп. Оказалось, что эта гипотеза не верна для
n ≥ 4. Например, в 1989 году Шварц [16] построил контрпримеры нелинеари-
зуемых действий ортоганальной группы O2 на k4 и Sl2 на k7. Первые примеры
нелинеаризуемых действий конечных групп были построены в [17, 18].

В 1968 году Р. Ренчлер [19] доказал, что локально-нильпотентные диффе-
ренцирования алгебры многочленов от двух переменных над полем нулевой
характеристики являются триангулируемыми. Рассмотрим дифференцирова-
ние ∂ алгебры многочленов k[x, y, z] от трех переменных x, y, z над полем k
характеристики 0, определенное правилом

∂ : x 7−→ 2y, y 7−→ z, z 7−→ 0.

Тогда w = y2 − xz принадлежит ядру дифференцирования ∂ и дифференци-
рование

(1) D = w∂

является локально-нильпотентным. Х. Басс [20] показал не триангулируемость
дифференцирования D = w∂.

В данной работе мы докажем, что группа автоморфизмов свободной пра-
восимметричной алгебры ранга два допускает структуру амальгамированно-
го свободного произведения. Используя эту структуру, мы также докажем
линеаризуемость редуктивной группы автоморфизмов и триангулируемость
локально-нильпотентных дифференцирований свободной правосимметричной
алгебры ранга два в случае нулевой характеристики. Аналогичные результаты
верны также для свободных неассоцитивных алгебр и свободных коммутатив-
ных алгебр ранга два. Отметим, что автоморфизмы свободных алгебр Ли и
свободных антикоммутативных алгебр от двух переменных являются линей-
ными.
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Структура амальгамированного свободного произведения впервые исполь-
зуется в данной работе для доказательства триангулируемости локально-ниль-
потентных дифференцирований. В частности, теорема Ренчлера и триангу-
лируемость локально-нильпотентных дифференцирований свободных ассоци-
ативных алгебр ранга два являются следствиями результатов работ [1, 2, 4, 5].

В параграфе 2 данной работы мы определим класс ◦-многообразий алгебр,
который является обобщением класса всех известных многообразий алгебр,
где группы автоморфизмов двупорожденных свободных алгебр над полем руч-
ные и допускает структуру амальгамированного свободного произведения. В
частности, многообразия ассоциативно-коммутативных алгебр, ассоциативных
алгебр, алгебр Пуассона, перечисленные выше шрайеровы многообразия явля-
ются ◦-многообразиями. Мы докажем, что многообразие правосимметричных
алгебр также является ◦-многообразием. В параграфе 3 докажем, что груп-
па ручных автоморфизмов двупорожденных свободных алгебр ◦-многообразий
над полем допускает структуру амальгамированного свободного произведения.
Неизвестно, будут ли все автоморфизмы двупорожденных свободных алгебр
◦-многообразий над полем ручными. В частности, этот вопрос остается откры-
тым для свободных двупорожденных алгебр Новикова.

В параграфе 4 доказывается линеаризуемость редуктивной группы авто-
морфизмов и в параграфе 5 доказывается триангулируемость локально-ниль-
потентных дифференцирований свободных правосимметричных алгебр ранга
два в случае нулевой характеристики.

2. ◦-многообразия алгебр

Пусть k — произвольное поле и пусть M — произвольное однородное много-
образие алгебр над полем k. Через M ⟨x1, x2, . . . , xn⟩ будем обозначать свобод-
ную алгебру этого многообразие от переменных x1, x2, . . . , xn. Через deg обо-
значим стандартную функцию степени на M ⟨x1, x2, . . . , xn⟩, то есть deg(xi) = 1
для i.

Многообразие M назовем ◦-многообразием, если выполняется следующее
условие: для любого ненулевого h ∈ M ⟨x1, x2⟩ и для любого ненулевого f ∈
M ⟨x⟩ имеем

deg(f(h)) = deg(f) · deg(h).

Очевидными примерами ◦-многообразий алгебр являются:
1. Многообразие ассоциативно-коммутативных алгебр,
2. Многообразие ассоциативных алгебр [7],
3. Многообразие алгебр Пуассона [6].
В этом параграфе мы покажем, что многообразиe правосимметричных ал-

гебр являeтся ◦-многообразиeми.
Пусть X = {x1, x2, ..., xn} – конечный алфавит. Через X∗ обозначим множе-

ство всех неассоциативных слов в алфавите X. Через deg(u) будем обозначать
функцию степени на X∗ такую, что deg(xi) = 1 для всех i. Каждое неассо-
циативное слово u степени ≥ 2 единственным образом представляется в виде
u = u1u2, deg(u1), deg(u2) < deg(u).

Положим x1 < x2 < ... < xn. Пусть u и v – произвольные элементы X∗.
Положим u < v, если deg(u) < deg(v). Пусть deg(u) = deg(v) ≥ 2, u = u1u2,
v = v1v2, то положим u < v, если u1 < v1 или u1 = v1 и u2 < v2.
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Слово называется плохим, если оно содержит подслово вида (rs)t ∈ X∗,
где deg(r), deg(s), deg(t) ≥ 1 и s > t. Слово называется хорошим, если оно не
плохое. Через W обозначим множество всех хороших слов в алфавите X.

Через RSn = RS ⟨x1, x2, ..., xn⟩ обозначим свободную правосимметричную
алгебру от переменных x1, x2, ..., xn над полем k. Согласно [22] множество всех
хороших слов W формирует линейный базис RSn. Каждый ненулевой элемент
f из RSn единственным образом представляется в виде

f = λ1w1 + λ2w2 + ...+ λmwm,

где wi ∈ W , 0 ̸= λi ∈ k для всех i и w1 > w2 > ... > wm. Слово w1 называется
старшим словом элемента f и обозначается через f .

Для каждого f ∈ RSn через Rf обозначим оператор правого умножения на
f , действующий в RSn, т.е. uRf = uf для всех u ∈ RSn. В частности, если
w,w1, w2, ..., wm ∈ X∗, то

wRw1Rw2 ...Rwm = (...((ww1)w2)...wm).

В [21] доказаны следующие утверждения.

Лемма 1. [21] Произвольное хорошее слово w единственным образом пред-
ставляется в виде

w = xiRw1Rw2 ...Rwm ,

где wj ∈W для всех j и w1 ≤ w2 ≤ ... ≤ wm.

По определению хорошего слова очевидна справедливость обратного утвер-
ждения леммы 1, т.е.

Лемма 2. Пусть w ∈ RSn и

w = xiRw1Rw2 ...Rwm ,

где wj ∈W для всех j и w1 ≤ w2 ≤ ... ≤ wm. Тогда w - хорошее слово.

Лемма 3. [21] Пусть u и v – произвольные хорошие слова и предположим,
что u = xiRu1Ru2 ...Rum . Тогда

uv = xiRu1 ...RusRvRus+1 ...Rum ,

где u1 ≤ ... ≤ us ≤ v ≤ us+1 ≤ ... ≤ um.

Следствие 1. [21] Пусть u, v, w ∈W , то (uv)w = (uw)v.

Лемма 4. [21] Пусть u, v, w — произвольные хорошие слова алгебры RSn.
Если u < v, то wu < wv и uw < vw.

Следствие 2. [21] Если f, g ∈ RSn, то fg = fg.

Лемма 5. Пусть v, u – хорошие слова алгебры RS ⟨y⟩, w — хорошее слово
алгебры RS ⟨x, y⟩ и v > u. Тогда

1) v(w) ∈W ;
2) v(w) > u(w).

Доказательство. Справедливость первого утверждения леммы очевидна при
deg v = 1. Пусть deg v = k. Докажем оба утверждения леммы параллельно
индукцией по k.
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По лемме 1 w = zRw1 ...Rws , где w1 ≤ ... ≤ ws и z ∈ {x, y}. Если k = 2, то
v = yy и

v(w) = ww = (zRw1 ...Rws)w.

Так как w1 ≤ ... ≤ ws < w, то v(w) — хорошее слово.
Так как v = yy, то неравенство v > h возможно только при u = y. Тогда

v(w) > u(w).
Предположим, что утверждения леммы справедливы для всех значений мень-

ших чем k. Пусть v = yRv1 ...Rvt , v1 ≤ ... ≤ vt, и u = yRu1 ...Rur , u1 ≤ ... ≤ ur.
Имеем

v(w) = wRv1(w)...Rvt(w) = (zRw1
...Rws

)Rv1(w)...Rvt(w).

По индуктивному предположению v1(w), ..., vt(w) – хорошие слова и w1 ≤ ... ≤
ws < v1(w) ≤ ... ≤ vt(w), тогда согласно лемме 2 v(w) – хорошее слово.

Так как v > u, то выполняется одно из следующих условий:
1) deg(v) > deg(u), тогда deg(v(w)) > deg(u(w)). Следовательно, v(w) >

u(w).
2) deg(v) = deg(u), yRv1 ...Rvt−1 > yRu1 ...Rur−1 или же yRv1 ...Rvt−1 = yRu1 ...Rur−1

и vt > ur. По индуктивному предположению wRv1(w)...Rvt−1(w) > wRu1(w)...Rur−1(w)

или wRv1(w)...Rvt−1(w) = wRu1(w)...Rur−1(w) и vt(w) > ur(w). Следовательно,
v(w) > u(w). �

Следствие 3. Пусть f ∈ RS ⟨y⟩, g ∈ RS ⟨x, y⟩. Тогда f(g) = f(g).

Доказательство. По следствию 2 и лемме 5 имеем f(g) = f(g) = f(g). �

Предложение 1. Многообразиe правосимметричных алгебр являeтся ◦- мно-
гообразиeм.

Несложно показать, что утверждение следствия 3 также справедливо для
свободных неассоциативных и свободных коммутативных алгебр ранга 2 над
полем k. Следовательно, многообразия всех неассоциативных и всех коммута-
тивных алгебр являются ◦-многообразиями.

3. Амальгамированное свободное произведение

Пусть k — произвольное поле. Пусть M — произвольное ◦-многообразие
алгебр над k и A = M ⟨x1, x2⟩ – свободная алгебра этого многообразия от
двух переменных x1, x2. Пусть также Aut(A) – группа автоморфизмов алгебры
A. Через φ = (f1, f2) обозначим автоморфизм алгебры A такой, что φ(x) =
f1, φ(y) = f2. Автоморфизмы вида

σ(1, a, f) = (ax+ f(y), y),

σ(2, a, g) = (x, ay + g(x)),

где 0 ̸= a ∈ k, f(y) ∈ M ⟨y⟩, g(x) ∈ M ⟨x⟩, называются элементарными. Под-
группа T (A) группы Aut(A), порожденная всеми элементарными автоморфиз-
мами, называется подгруппой ручных автоморфизмов. Не ручные автоморфиз-
мы называются дикими.

Для автоморфизма θ = (f1, f2) ∈ Aut(A) определим степень, общую степень
и бистепень, полагая, соответственно

deg(θ) = max {deg(f1), deg(f2)} ,
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tdeg(θ) = deg(f1) + deg(f2),

bideg(θ) = (deg(f1), deg(f2)) .

Если
θ = (f1, f2), φ = (g1, g2),

то произведение в Aut(A) определяется следующей формулой:

θ ◦ φ = (g1(f1, f2), g2(f1, f2)).

Пусть Af2(A) – группа аффинных автоморфизмов алгебры A, т.е. группа
автоморфизмов вида

(a1x+ b1y + c1, a2x+ b2y + c2),

где ai, bi, ci ∈ k, a1b2 ̸= a2b1, Tr2(A) – группа треугольных автоморфизмов
алгебры A, т.е. группа автоморфизмов вида

(ax+ f(y), by + c),

где 0 ̸= a, b ∈ k, c ∈ k, f(y) ∈ M ⟨y⟩, и пусть C = Af2(A) ∩ Tr2(A).
Пусть G — произвольная группа, G0, G1, G2 — подгруппы группы G, причем

G0 = G1 ∩G2. Группа G называется свободным произведением подгрупп G1 и
G2 с объединенной подгруппой G0 и обозначается G = G1 ∗G0 G2, если

(a) G порождается подгруппами G1 и G2;
(b) Определяющие соотношения группы G состоят только из определяю-

щих соотношений подгрупп G1 и G2.
Если S1 – система левых представителей G1 по G0, S2 – система левых

представителей G2 по G0, то группа G является свободным произведением
подгрупп G1 и G2 с объединенной подгруппой G0 (см. например [23]) в том и
только в том случае, когда каждый g ∈ G однозначно представляется в виде

g = g1 . . . gkc,

где gi ∈ S1 ∪ S2, i = 1, . . . , k, gi, gi+1 одновременно не принадлежат S1 и S2,
c ∈ G0.

Запись hi(y) в доказательствах следующих нескольких лемм означает, что
hi(y) ∈ M ⟨y⟩ – однородный элемент степени i по отношению к функции степени
deg от одной переменной y. Ясно, что h0(y) ∈ k.

Лемма 6. a) Система элементов

A0 = {id = (x, y), γ = (y, x+ ay)|a ∈ k}

является системой представителей левых смежных классов Af2(A) по под-
группе C.

b) Система элементов

B0 = {β = (x+ q(y), y)|q(y) = h2(y) + . . .+ hn(y)}

является системой представителей левых смежных классов Tr2(A) по под-
группе C.
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Доказательство. Проверим условие a). Пусть l ∈ Af2(A). Мы должны пока-
зать, что для любого l найдутся γ ∈ A0, η ∈ C такие, что l = γ ◦ η.

Если l = (a1x+b1y+c1, a2x+b2y+c2), где a2 ̸= 0, то положим γ = (y, x+ b2
a2
y),

η = ((b1 − a1b2
a2

)x+ a1y + c1, a2y + c2). Тогда l представляется в виде

l = (y, x+
b2
a2
y) ◦ ((b1 −

a1b2
a2

)x+ a1y + c1, a2y + c2) = γ ◦ η.

Если a2 = 0, то γ = id, η = l, т.е. l = id ◦ l.
Допустим γ1 = (y, x+ a1y), γ2 = (y, x+ a2y) и γ1C = γ2C, тогда

γ−1
1 ◦ γ2 = (−a1x+ y, x) ◦ (y, x+ a2y) = (x, (−a1 + a2)x+ y).

Отсюда следует, что γ−1
1 ◦ γ2 ∈ C тогда и только тогда, когда a1 = a2. Следо-

вательно, γ1 = γ2.
Теперь проверим условие b). Пусть ψ = (ax+ h(y), by+ c) ∈ Tr2(A) и h(y) =

h0(y) + h1(y) + . . .+ hn(y). Мы должны показать, что для любого ψ найдутся
β ∈ B0, µ ∈ C такие, что ψ = β ◦ µ. Положим β = (x + 1

aq(y), y), µ = (ax +
h0(y) + h1(y), by + c), где q(y) = h2(y) + . . . + hn(y). Тогда ψ представляется в
виде

ψ = (x+
1

a
q(y), y) ◦ (ax+ h0(y) + h1(y), by + c) = β ◦ µ.

Допустим β1 = (x+ q(y), y), β2 = (x+ q(1)(y), y) и β1C = β2C. Тогда имеем

β−1
1 ◦ β2 = (x− q(y), y) ◦ (x+ q(1)(y), y) = (x− q(y) + q(1)(y), y).

Отсюда следует, что β−1
1 ◦ β2 ∈ C тогда и только тогда, когда q(y) = q(1)(y).

Следовательно, β1 = β2. �

Лемма 7. Пусть A0, B0 – множества, определенные в лемме 6. Тогда любой
ручной автоморфизм φ алгебры A разлагается в произведение вида

(2) φ = γ1 ◦ β1 ◦ γ2 ◦ β2 ◦ . . . ◦ γk ◦ βk ◦ γk+1 ◦ λ,
где γi ∈ A0, γ2, . . . , γk ̸= id, βi ∈ B0, β1, . . . , βk ̸= id, λ ∈ C.

Доказательство. Очевидно, что

(ax+ h(y), y) = (x+
1

a
q(y), y) ◦ (ax+ h0(y) + h1(y), y),

где h(y) = h0(y) + h1(y) + h2(y) + . . .+ hn(y), q(y) = h2(y) + . . .+ hn(y),

(x, by + h(1)(x)) = (y, x) ◦ (x+
1

b
q(1)(y), y) ◦ (y, bx+ h

(1)
0 (y) + h

(1)
1 (y)),

где h(1)(y) = h
(1)
0 (y)+h

(1)
1 (y)+h

(1)
2 (y)+. . .+h

(1)
m (y), q(1)(y) = h

(1)
2 (y)+. . .+h

(1)
m (y),

т.е. любой элементарный автоморфизм имеет вид

l1 ◦ β ◦ l2,
где β ∈ B0, l1, l2 ∈ Af2(A).

Любой ручной автоморфизм φ представляется в виде композиции элемен-
тарных автоморфизмов φ1, φ2, . . . , φn, т.е.

φ = φ1 ◦ φ2 ◦ . . . ◦ φn.

Следовательно, имеем

φ = l1 ◦ β1 ◦ l2 ◦ β2 ◦ . . . ◦ ln ◦ βn ◦ ln+1,
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где βi ∈ B0, li ∈ Af2(A).
Докажем индукцией по n, что φ представляется в виде произведения (2) с

k ≤ n.
Согласно лемме 6 автоморфизм l1 записывается в виде γ1 ◦ λ1, где γ1 ∈ A0,

λ1 ∈ C. Тогда
l1 ◦ β1 = γ1 ◦ λ1 ◦ β1.

Пусть λ1 = (ax+ by + c, b1y + c1), β1 = (x+ q(y), y). Тогда

λ1 ◦ β1 ◦ λ−1
1 = (x+

1

a
q(b1y + c1), y).

Через q<2(b1y+ c1) обозначим часть степени меньше чем два элемента q(b1y+
c1). Пусть λ = (x− 1

aq<2(b1y+ c1), y). Ясно, что λ ∈ C и λ−1
1 ◦λ ∈ C. Обозначим

λ−1
1 ◦ λ через λ−1

2 . Тогда

l1 ◦ β1 = γ1 ◦ λ1 ◦ β1 = γ1 ◦ β′
1 ◦ λ2,

где β′
1 = λ1 ◦ β1 ◦ λ−1

2 = (x+ 1
aq(b1y + c1)− 1

aq<2(b1y + c1), y) ∈ B0. Имеем

φ = γ1 ◦ β′
1 ◦ (λ2 ◦ l2) ◦ β2 ◦ . . . ◦ ln ◦ βn ◦ ln+1.

По индуктивному предположению произведение

(λ2 ◦ l2) ◦ β2 ◦ . . . ◦ ln ◦ βn ◦ ln+1

записывается в виде

γ2 ◦ β′
2 ◦ γ3 ◦ . . . ◦ γk ◦ β′

k ◦ γk+1 ◦ λ, k ≤ n.

Следовательно,

φ = γ1 ◦ β′
1 ◦ γ2 ◦ β′

2 ◦ . . . ◦ γk ◦ β′
k ◦ γk+1 ◦ λ.

Если γ2 ̸= id, то полученное представление имеет вид (2). Теперь рассмотрим
случай когда γ2 = id. Так как β′

1 ◦ β′
2 = β′′

2 ∈ B0, то

φ = γ1 ◦ β′
1 ◦ β′

2 ◦ γ3 ◦ . . . ◦ γk ◦ β′
k ◦ γk+1 ◦ λ = γ1 ◦ β′′

2 ◦ γ3 ◦ . . . ◦ γk ◦ β′
k ◦ γk+1 ◦ λ.

Поскольку k − 1 < n, то по индуктивному предположению φ записывается в
виде (2). �

Лемма 8. Пусть φ = (f1, f2) – автоморфизм алгебры A, представимый в
виде произведения

φ = (f1, f2) = β1 ◦ γ2 ◦ β2 ◦ . . . ◦ γk ◦ βk,

где id ̸= γi ∈ A0, id ̸= βi ∈ B0 для всех i. Если βi = (x+qi(y), y), deg(qi(y)) = ni
для всех 1 ≤ i ≤ k, то

deg(f1) = n1n2 . . . nk−1nk,

deg(f2) = n1n2 . . . nk−1, если k > 1

и
deg(f2) = 1, если k = 1.
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Доказательство. Утверждение леммы докажем индукцией по k. Если k = 1,
то φ = β1 и

deg(f1) = deg(q1(y)) = n1,

deg(f2) = 1.

Предположим, что утверждение леммы выполняется для k − 1. Положим

φ1 = β1 ◦ γ2 ◦ β2 ◦ . . . ◦ γk−1 ◦ βk−1 = (g1, g2).

По индуктивному предположению имеем

deg(g1) = n1n2 . . . nk−1,

deg(g2) = n1n2 . . . nk−2.

Тогда

φ = (f1, f2) = β1 ◦ γ2 ◦ β2 ◦ . . . ◦ γk ◦ βk = φ1 ◦ γk ◦ βk = (g1, g2) ◦ γk ◦ βk.
Применяя γk = (y, x+ ay) к (g1, g2), получим

(u1, u2) = (g1, g2) ◦ γk = (g2, g1 + ag2).

Тогда
deg(u1) = deg(g2) = n1n2 . . . nk−2,

deg(u2) = max{deg(g1), deg(g2)} = n1n2 . . . nk−1.

Далее,

φ = (f1, f2) = (u1, u2) ◦ βk = (u1, u2) ◦ (x+ qk(y), y) = (u1 + qk(u2), u2).

Следовательно,
deg(f1) = max{deg(u1), deg(qk(u2))},

deg(f2) = deg(u2).

Напомним, что deg(qk) = nk и deg(u2) = n1n2 . . . nk−2. Так как A - свободная
алгебра ◦-многообразия, то

deg(qk(u2)) = deg u2 · deg qk = n1n2 . . . nk.

Следовательно,
deg(f1) = n1n2 . . . nk−1nk,

deg(f2) = n1n2 . . . nk−1.

Что и требовалось доказать. �
Лемма 9. Разложение (2) автоморфизма φ из леммы 7 является однознач-
ным.

Доказательство. Достаточно показать, что

γ1 ◦ β1 ◦ γ2 ◦ β2 ◦ . . . ◦ γk ◦ βk ◦ γk+1 ◦ λ ̸= id,

при k ≥ 1, γi ∈ A0, γ2, . . . , γk ̸= id, βi ∈ B0, β1, . . . , βk ̸= id, λ ∈ C.
Докажем от противного. Допустим, что

γ1 ◦ β1 ◦ γ2 ◦ β2 ◦ . . . ◦ γk ◦ βk ◦ γk+1 ◦ λ = id.

Тогда

(3) β1 ◦ γ2 ◦ β2 ◦ . . . ◦ γk ◦ βk = γ−1
1 ◦ λ−1 ◦ γ−1

k+1.

Согласно лемме 8 автоморфизм

φ = (f1, f2) = β1 ◦ γ2 ◦ β2 ◦ . . . ◦ γk ◦ βk
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имеет степень

tdeg(φ) = deg(f1) + deg(f2) = n1n2 . . . nk−1nk + n1n2 . . . nk−1.

Правую часть равенства (3) обозначим через ρ, т.е.

ρ = γ−1
1 ◦ λ−1 ◦ γ−1

k+1.

Ясно, что ρ ∈ Af2(A) и tdeg(ρ) = 2. Следовательно, tdeg(φ) ̸= tdeg(ρ), что
противоречит равенству (3). �

Теорема 1. Пусть M — произвольное ◦-многообразие алгебр и A = M ⟨x1, x2⟩
– свободная алгебра этого многообразия от двух переменных x1, x2 над k.
Группа ручных автоморфизмов алгебры A является свободным произведением
подгрупп аффинных автоморфизмов Af2(A) и треугольных автоморфизмов
Tr2(A) с объединенной подгруппой C = Af2(A) ∩ Tr2(A), т.е.

T (A) = Af2(A) ∗C Tr2(A).

Доказательство. Так как A0 и B0 — системы левых смежных классов Af2(A)
и Tr2(A) по подгруппе C, соответственно, то по лемме 7 и лемме 9 любой
ручной автоморфизм алгебры A однозначно представляется в виде (2), т.е.
T (A) = Af2(A) ∗C Tr2(A). �

Следствие 4. Пусть M — одно из следующих многообразий: либо правосим-
метричных, либо неассоциативных, либо коммутативных алгебр, и A =
M ⟨x1, x2⟩ – свободная алгебра этого многообразия от двух переменных x1, x2
над k. Группа автоморфизмов алгебры A является свободным произведением
подгрупп аффинных автоморфизмов Af2(A) и треугольных автоморфизмов
Tr2(A) с объединенной подгруппой C = Af2(A) ∩ Tr2(A), т.е.

Aut(A) = Af2(A) ∗C Tr2(A).

4. Линеаризация автоморфизмов

Пусть k – произвольное поле. Пусть M – произвольное ◦-многообразие ал-
гебр над k и An = M ⟨x1, x2, ..., xn⟩ – свободная алгебра этого многообразия от
переменных x1, x2, ..., xn.

Подгруппа G группы Aut(An) называется локально-конечной, если для лю-
бого конечномерного подпространства V ⊂ An пространствоG.V = {g(v)|g ∈ G,
v ∈ V } является конечномерным.

Лемма 10. Пусть G — подгруппа группы Aut(An). Если G.V – конечномерное
пространство для V = kx1 + ...+ kxn, то G - локально-конечная подгруппа.

Доказательство. Пусть W — любое конечномерное подпространство алгебры
An и h1, ..., hs – ее базис. Так как G.V - конечномерное пространство, то най-
дется такое целое d, что deg g(hi) < d для любого i и любого g ∈ G. Так как
в алгебре An базисных элементов степени меньше чем d конечное число, то
G.W — конечномерное пространство. �

Теорема 2. Пусть M — произвольное ◦-многообразие алгебр, A = M ⟨x1, x2⟩
-свободная алгебра этого многообразия от двух переменных x1, x2 над k и G -
локально-конечная подгруппа группы T (A). Тогда G сопряжена с подгруппой
Af2(A) или Tr2(A).
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Доказательство. Пусть W = kx1 + kx2. Так как G — локально-конечная под-
группа группы T (A), то G.W - конечномерное подпространство алгебры A.
Пусть d = maxdegf , где f пробегает G.W . Итак, d конечно. Следовательно,

deg g ≤ d для всех g ∈ G.

По теореме 1 группа T (A) является амальгамированным свободным произ-
ведением группы аффинных Af2(A) и группы треугольных Tr2(A) автомор-
физмов по их пересечению. Тогда каждый элемент H группы T (A) можно
записать как

(4) H = λ0τ1λ1...τlλl,

где λi ∈ Af2(A)\Tr2(A) для всех 1 ≤ i ≤ l − 1 и τi ∈ Tr2(A)\Af2(A) для всех
1 ≤ i ≤ l. По лемме 8

bideg(τ1λ1...τlλl) =

 l∏
j=1

deg τj ,
l−1∏
j=1

deg τj

 .

Отсюда следует, что

degH ≥
l∏

j=2

deg τj ≥ 2l−1.

Применяя последнее неравенство к g и учитывая, что deg g ≤ d, имеем

(5) 2l−1 ≤ d, т.е.l ≤ log2 2d.

Определим длину элемента группы T (A) как минимальное число элементов
Af2(A) ∪ Tr2(A) необходимых для выражения его в виде свободного произве-
дения. Из (4) имеем, что длина H ≤ 2l + 1. Итак, используя (5), получаем

длина g ≤ 2(log2 d) + 1, для всех g ∈ G.

Справедливость утверждения данной теоремы следует из следующего резуль-
тата о подгруппах амальгамированных свободных произведений [24]: если G1 -
абстрактная группа, которая является амальгамированным свободным произ-
ведением своих подгрупп H1 и H2 по их пересечению, и более того, элементы
G1 имеют ограниченную длину, тогда каждая подгруппа группы G1 является
сопряженной либо к подгруппе H1 либо к подгруппе H2. �

Следуя Шафаревичу [3] и Камбаяши [15] на Aut(An) можно ввести воз-
растающую фильтрацию алгебраических множеств. Это позволяет нам рас-
сматривать Aut(An) как бесконечномерную алгебраическую группу в смысле
Шафаревича [3]. Действительно, для каждого положительного целого числа d
положим

Yd =
{
ϕ ∈ Aut(An) : deg ϕ ≤ d,deg ϕ−1 ≤ d

}
.

Используя те же рассуждения, что и Камбаяши [15], несложно показать спра-
ведливость следующих утверждений.

Утверждение 1. Множество Yd имеет структуру алгебраического мно-
жества. Yd является замкнутым алгебраическим подмножеством алгебраи-
ческого множества Yd+1 для каждого d > 0.
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Утверждение 2. Группа автоморфизмов Aut(An) =
∪
Yd = lim

−→
Yd явля-

ется бесконечномерной алгебраической группой в смысле Шафаревича [3].

Согласно Камбаяши [15] алгебраической подгруппой группы Aut(An) =
∪
Yd

называется абстрактная подгруппа группы Aut(An), которая также является
замкнутым подмножеством множества Yd для некоторого d. Действие алгеб-
раической группы G на An может быть определено как гомоморфизм G →
Aut(An) при котором образ G является алгебраической подгруппой группы
Aut(An).
G-модуль V ̸= 0 называется неприводимым или простым, если он не имеет

собственных не нулевых G-подмодулей. G-модуль V называется вполне приво-
димым или полупростым, если для каждого G-подмодуля W G-модуля V су-
ществует дополняющий G-подмодуль W ′ G-модуля V такой, что V =W ⊕W ′.
Алгебраическая подгруппа G группы Aut(An) называется (линейно) редуктив-
ной, если каждый конечномерный G-модуль является вполне приводимым.

Напомним также, что автоморфизм f ∈ Aut(An) называется линеаризуе-
мым, если существует φ ∈ Aut(An) такой, что φ−1fφ ∈ Af2(An).

Следствие 5. Любая редуктивная группа ручных автомофизмов двупорож-
денной свободной алгебры A ◦-многообразия над полем нулевой характеристи-
ки линеаризуема.

Доказательство. Пусть G — редуктивная группа ручных автомофизмов ал-
гебры A. По теореме 2 G сопряжена с подгруппой Af2(A) или Tr2(A). Так
как любая подгруппа группы Tr2(A) не является редуктивной, то подгруппа
G линеаризуема. �

Как уже было отмечено выше, автоморфизмы свободных алгебр Ли и сво-
бодных антикоммутативных алгебр от двух переменных являются линейными.
А линеаризация автоморфизмов свободных ассоциативных алгебр и свободных
алгебр Пуассона ранга 2 изоморфна линеаризации автоморфизмов алгебры
многочленов k[x, y] над полем нулевой характеристики.

Следствие 6. Пусть M — одно из следующих многообразий: либо правосим-
метричных, либо неассоциативных, либо коммутативных алгебр, и A =
M ⟨x1, x2⟩ – свободная алгебра этого многообразия от двух переменных x1, x2
над полем k нулевой характеристики. Тогда любая редуктивная группа авто-
мофизмов алгебры A линеаризуема.

5. Триангуляция локально-нильпотентных дифференцирований

Теорема 3. Любое локально-нильпотентное дифференцирование D двупо-
рожденной свободной алгебры A ◦-многообразия такое, что expD ∈ T (A),
триангулируемо в случае поля нулевой характеристики.

Доказательство. Пусть D – произвольное локально-нильпотентное диффе-
ренцирование алгебры A такое, что отображение g = expD =

∑m
i=0

Dp

p! являет-
ся ручным автоморфизмом алгебрыA [25]. Так какD – локально-нильпотентное
дифференцирование, то существует целое положительное число d такое, что
deg g < d. Следовательно, g является локально-конечным ручным автомор-
физмом и по теореме 2 он триангулируем, т.е. существует φ ∈ Aut(A) такой,
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что φ−1gφ ∈ Tr2(A). Далее,

φ−1gφ = φ−1 expDφ = φ−1
m∑
i=0

Dp

p!
φ =

m∑
i=0

(φ−1Dφ)p

p!
= exp(φ−1Dφ) ∈ Tr2(A).

Отсюда следует, что φ−1Dφ ∈ Tr2(A). �

Как отмечалось выше, в работе [19] Р. Ренчлер доказал, что локально-
нильпотентные дифференцирования алгебры многочленов от двух переменных
над полем нулевой характеристики являются триангулируемыми. Аналог этого
результата для свободных алгеб Пуассона был доказан в работе [6].

Следствие 7. Любое локально-нильпотентное дифференцирование свободной
ассоциативной алгебры ранга 2 над полем нулевой характеристики триангу-
лируемо.

Следствие 8. Пусть M — одно из следующих многообразий: либо правосим-
метричных, либо неассоциативных, либо коммутативных алгебр, и A =
M ⟨x1, x2⟩ – свободная алгебра этого многообразия от двух переменных x1, x2
над полем k нулевой характеристики. Тогда локально-нильпотентное диффе-
ренцирование алгебры A триангулируемо.

Авторы благодарят профессора У.У. Умирбаева за постановку задачи, по-
лезные советы и коментарии при написании данной работы.
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