
Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)

http://www.tcpdf.org


ISSN (Print) 2616-7182
ISSN (Online) 2663-1326

Л.Н. Гумилев атындағы Еуразия ұлттық университетiнiң

ХАБАРШЫСЫ

BULLETIN
of the L.N. Gumilyov Eurasian
National University

ВЕСТНИК
Евразийского национального

университета имени Л.Н. Гумилева

МАТЕМАТИКА. ИНФОРМАТИКА. МЕХАНИКА сериясы

MATHEMATICS. COMPUTER SCIENCE. MECHANICS Series

Серия МАТЕМАТИКА. ИНФОРМАТИКА. МЕХАНИКА

№4(125)/2018

1995 жылдан бастап шығады

Founded in 1995

Издается с 1995 года

Жылына 4 рет шығады

Published 4 times a year

Выходит 4 раза в год

Астана, 2018
Astanа, 2018



БАС РЕДАКТОРЫ
ф.-м.ғ.д., проф

Темiрғалиев Н. (Қазақстан)

Бас редактордың орынбасары Жұбанышева А.Ж., PhD
(Қазақстан)

Бас редактордың орынбасары Наурызбаев Н.Ж., PhD
(Қазақстан)

Редакция алқасы

Абакумов Е.В. PhD, проф. (Франция)
Алексеева Л.А. ф.-м.ғ.д., проф. (Қазақстан)
Алимхан Килан PhD, проф. (Жапония)
Бекжан Турдыбек PhD, проф. (Қытай)
Бекенов М.И. ф.-м.ғ.к., доцент (Қазақстан)
Голубов Б.И. ф.-м.ғ.д., проф. (Ресей)
Зунг Динь ф.-м.ғ.д., проф. (Вьетнам)
Ибраев А.Г. ф.-м.ғ.д., проф.(Қазақстан)
Иванов В.И. ф.-м.ғ.д., проф. (Ресей)
Калиев И.А. ф.-м.ғ.д., проф.(Ресей)
Кобельков Г.М. ф.-м.ғ.д., проф.(Ресей)
Курина Г.А. ф.-м.ғ.д., проф. (Ресей)
Марков В.В. ф.-м.ғ.д., проф. (Ресей)
Мейрманов А.М. ф.-м.ғ.д., проф. (Ресей)
Смелянский Р.Л. ф.-м.ғ.д., проф. (Ресей)
Умирбаев У.У. ф.-м.ғ.д., проф. (АҚШ)
Холщевникова Н.Н. ф.-м.ғ.д., проф. (Ресей)
Шмайссер Ханс-Юрген Хабилит. докторы, проф. (Германия)

Редакцияның мекенжайы: 010008, Қазақстан, Астана қ., Сәтпаев к-сi, 2, 408 бөлме.
Тел: (7172) 709-500 (iшкi 31-428). E-mail: vest_math@enu.kz

Жауапты хатшы, компьютерде беттеген
А. Нұрболат

Л.Н. Гумилев атындағы Еуразия ұлттық университетiнiң хабаршысы.
МАТЕМАТИКА. ИНФОРМАТИКА. МЕХАНИКА сериясы
Меншiктенушi: ҚР БжҒМ "Л.Н. Гумилев атындағы Еуразия ұлттық университетi" ШЖҚ РМК
Мерзiмдiлiгi: жылына 4 рет.
Қазақстан Республикасыңың Ақпарат және коммуникациялар министрлiгiмен тiркелген.
27.03.2018ж. № 17000-ж тiркеу куәлiгi.
Тиражы: 25 дана
Типографияның мекенжайы: 010008, Қазақстан, Астана қ., Қажымұқан к-сi ,12/1,
тел: (7172)709-500 (iшкi 31-428).

c© Л.Н. Гумилев атындағы Еуразия ұлттық университетi



EDITOR-IN-CHIEF
Prof., Doctor of Phys.-Math. Sciences

Temirgaliyev N. (Kazakhstan)

Deputy Editor-in-Chief Zhubanysheva A.Zh., PhD (Kazakhstan)

Deputy Editor-in-Chief Nauryzbayev N.Zh., PhD (Kazakhstan)

Editorial board

Abakumov E.V. PhD, Prof. (France)
Alexeyeva L.A. Doctor of Phys.-Math. Sciences, Prof. (Kazakhstan)
Alimhan Keylan PhD, Prof. (Japan)
Bekzhan Turdybek PhD, Prof. (China)
Bekenov M.I. Candidate of Phys.-Math. Sciences,

Assoc.Prof. (Kazakhstan)
Golubov B.I. Doctor of Phys.-Math. Sciences, Prof.(Russia)
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Математический анализ инвестиционных процессов в условиях
неопределенности

Аннотация: Предлагаются аксиоматический подход к исследованию фондового рынка
и оценка эффективности портфеля ценных бумаг. Для исследуемых трех параметров
фондового рынка найдена содержательная интерпретация. При исследовании модели
финансового инвестирования оптимальное решение определяется условиями на момент
формирования модели. В реальной жизни эти условия носят изменчивый характер.
Изменение параметров исходной модели требует оценки изменения оптимального решения.
Рассмотрены методы анализа чувствительности, основанные на принципе минимакса и
связанной с ним важной в смысле экономических приложений теории двойственности.

Ключевые слова: параметры фондового рынка, эффективность портфеля, портфель
минимального риска, портфель максимальной эффективности, короткие продажи,
минимакс, двойственность.

DOI: https://doi.org/10.32523/2616-7182-2018-125-4-75-94
Введение
В научной литературе имеется огромное количество подходов к анализу финансового

инвестирования. Причем эти подходы во многом менялись в зависимости от состояния
развития мировой экономики. Особенно ярко эти перемены наблюдаются в период
ускоренной глобализации всех процессов развития общества. Индустрия финансовых
услуг претерпевает значительные изменения. Меняются границы между традиционными
секторами промышленности, конкуренция носит все более глобальный характер. В
настоящее время экономики многих стран находятся в состоянии кризиса. Поэтому
идеализированные математические модели дают лишь приближенное представление о
действительности, и результаты исследований, основанных на моделях такого рода,
должны применяться с осторожностью.

И только анализ экономики посредством фундаментальной математики, вне зависимости
от политических катаклизмов, на все времена останется основополагающим и надежным
инструментарием.

Исторически основополагающими работами в исследуемой области являются статьи [1-
5]. К настоящему времени математический анализ финансового инвестирования вышел
на высокий уровень математической сложности и абстракции. Так, фундаментальная
работа [6,7] содержит теоремы теории расчета финансовых активов, теоремы о полноте
на безарбитражном рынке и описании структуры цен в полных безарбитражных моделях
финансовых рынков. Ученики Ширяева А.Н. в работе [8] отразили ключевые и весьма
сложные результаты современной теории хеджирования и инвестирования с сохранением
математической строгости.

В классических работах процесс броуновского движения обладает свойством
независимых приращений, когда текущая цена не влияет на будущую цену. Фактически же,
текущая цена акций может повлиять на цену в будущем и процесс броуновского движения
не подходит полностью для объяснения цены акций. В работе [9] предложен процесс
дробного броуновского движения, позволяющий учесть свойство, зависящее от дальности
расстояния между движущимися частичками информации о поведении цены акций. Здесь
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учитываются два параметра: норма доходности и волатильность, с учетом их изменчивости
по времени.

Анализ перспективных возможностей применения модели Марковица к современной
теории портфеля с эффективными компьютерными кодами отражен в работе [10].

В последнее время многие исследования посвящены нормализации ковариационной
матрицы. Количественная оценка степени статистической неопределенности, называемая
«шумом», изучается с помощью матрицы корреляции, когда отфильтровывается та
часть информации, которая является надежной. Такие матрицы используются при
оптимизации рисковых портфелей, но с предположением знания о будущем состоянии.
Для решения такой проблемы в статье [11] задача оптимизации портфеля решается
путем тестирования посредством нескольких процедур фильтрации, примененных к
матрице корреляции. Эффективность таких процедур оценивается путем сравнения
прогнозируемых и реализованных риск-доходностей.

В классической теории портфеля Марковица веса оптимизируемых портфелей прямо
пропорциональны обратной корреляционной матрице активов. Тем не менее, большинство
современных исследований по оптимизации портфеля сосредоточено на оптимизации самой
корреляционной матрицы, а не обратной ей. В работе [12] доказывается ошибочность
такого подхода, где с точки зрения теории больших данных показано, что обратная
корреляционная матрица гораздо более неустойчива и чувствительна к случайным
возмущениям, чем сама корреляционная матрица. Показано, что оптимизация обратной
матрицы корреляции добавляет больше информации для оптимального выбора портфеля,
чем сама корреляционная матрица. Кроме того, демонстрируются эмпирические
результаты перераспределения портфеля при различных вариантах общей структуры
портфеля, что доказывает, что такой подход значительно превосходит по качеству ранее
известные стратегии распределения портфеля. Более того, результаты [12] являются
новыми в области Data Science, расширяют область практических применений, в частности,
в здравоохранении или геномике.

В большинстве работ по анализу риска изучение основных нормативных стандартов
риска сосредоточено на работе отдельных фирм в изоляции. В статье [13] авторы
разработали аксиоматическую основу для широкого класса системных рисков, основанных
на анализе совместного распределения прибылей и убытков по всем фирмам в экономике и
в состояниях природы. С этой точки зрения системный риск служит регулятором выбора
предпочтений через наборы возможных распределений результатов для всей экономики.

Методы построения эффективных портфелей изучены в [14,15].
Несколько слов о некоторых особенностях современных исследований проблемы

двойственности. Классические подходы к проблеме оптимизации отражены в [16].
Большинство современных подходов к решению задач дробно-линейного

программирования зависит от метода симплексного типа. В работе [17] предложен
новый подход к решению таких задач, не зависящих от симплекс-метода, с применением
двойственности. Алгоритм сравнивается с известными методами.

В последнее время для решения задач в условиях неопределенности используется
двойственный симплекс-метод для задач линейного программирования с трапециевидными
нечеткими переменными. Так, в [18] для такого типа задач получены результаты в виде
теорем о слабой и сильной двойственности.

Описанные выше источники [1-18] не претендуют на полноту и лишь частично
затрагивают основную тематику, близкую к нашим исследованиям.

Основу предлагаемой нами статьи составляют научные результаты авторов, а также
многолетний опыт их совместного сотрудничества в области математического анализа
экономики [19-30]. Существенный вклад в формирование концепций заложили учебники
первого автора [31-35], четыре из которых переведены вторым автором на казахский язык
и востребованы как среди обучающихся, так и преподавателей.

В данной статье предложен аксиоматический подход к исследованию фондового рынка
и дана оценка эффективного портфеля ценных бумаг. Для исследуемых трех параметров
фондового рынка найдена содержательная интерпретация. При исследовании модели
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финансового инвестирования оптимальное решение определяется условиями на момент
формирования модели. В реальной жизни эти условия носят изменчивый характер.
Изменение параметров исходной модели требует оценки изменения оптимального решения.

Мы также предлагаем методы анализа чувствительности, основанные на принципе
минимакса и связанной с ним важной в смысле экономических приложений теории
двойственности. При этом учитываются некоторые авторские особенности обобщенной
теории двойственности

Статья состоит из введения и двух частей. Каждая часть имеет самостоятельную
нумерацию разделов и формул.
1 Аксиоматический подход к анализу фондового рынка
Фондовый рынок рассматривается как статический, его функционирование исследуется

только на одном временном промежутке. Доходность ценной бумаги за один
временной промежуток измеряется в процентах годовых и есть случайная величина
ξ . Математическое ожидание случайной величины ξ называется эффективностью и
обозначается e . Дисперсия и среднее квадратическое отклонение случайной величины
ξ обозначаются соответственно v и σ . Последняя величина отождествляется с риском
обладания данной ценной бумагой. Сама ценная бумага в дальнейшем отождествляется со
случайной величиной ξ .

На рынке обращаются n видов ценных бумаг. Вектор-столбец E = (ei) размерности
n есть вектор эффективностей ценных бумаг. Подразумевается, что среди ценных бумаг
есть бумаги с ненулевой эффективностью, E 6= 0 .

Аксиома фондового рынка. На фондовом рынке есть хотя бы две бумаги, эффективности
которых не равны.

Это единственное предположение о фондовом рынке, которое будет использоваться.
Для экономии векторы-столбцы записаны в виде строк. Корреляционный момент

случайных величин ξi и ξj называется их ковариацией и обозначается vij . Матрица
ковариаций обозначается V . Она является симметрической и предполагается
положительно определенной. Это означает, что XTV X > 0 , если X 6= 0 . Если V
не являлась бы положительно определенной, то существовала бы линейная комбинация
ценных бумаг, которая была бы безрисковой. Однако такой случай – наличие на рынке
безрисковой бумаги – исследуется особо и специально оговаривается. Для случайных
величин ξi и ξj имеем |vij | ≤ σiσj . Из положительной определенности матрицы
V вытекает, что она имеет обратную матрицу V −1 , которая также симметрическая и
положительно определенная.

Введем вектор-столбец I размерности n , все компоненты которого есть 1. Обозначим
b = ETV −1E, a = ETV −1I, c = ITV −1I, d = bc− a2 .

Числа a, b, c, d называются параметрами фондового рынка. Данная статья посвящена
анализу их содержательного смысла.

Из положительной определенности матрицы V и обратной к ней вытекает, что b, c > 0 .
c есть сумма всех элементов матрицы V −1 и эта сумма положительна.
a есть сумма всех элементов матрицы, полученной из матрицы V −1 умножением

всех элементов каждой i -й строки на ei .
b есть сумма всех элементов матрицы, полученной из матрицы V −1 сначала

умножением всех элементов каждого j -го столбца на ej , а затем умножением каждой
i -й строки на ei и эта сумма положительна.

Параметр d носит произвольный характер, поэтому пока установим его
положительность. Рассмотрим вектор E + tI , где t - какое-нибудь число.
Сформулированная выше Аксиома фондового рынка утверждает, что ни при каком
t этот вектор не равен 0. Покажем, что отсюда вытекает, что d = bc− a2 > 0 .

В силу положительной определенности матрицы V и обратной к ней имеем (E +
tI)TV −1(E + tI) > 0 , т.е. ETV −1E + 2tETV −1I + t2ITV −1I > 0 при любом t , но это
возможно только если (2ETV −1I)2 − 4(ETV −1E)(ITV −1I) < 0 , так что a2 − bc < 0 или
d > 0 .

Итак, можно сделать вывод : d > 0 .
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Символ R обозначает множество действительных чисел.
Портфель ценных бумаг – это вектор-столбец X = (xi) размерности n , в котором xi

есть доля стоимости i -й ценной бумаги в стоимости всего портфеля, так что
∑n

i=1 xi = 1 .
Это означает, что стоимость всего портфеля принята за единицу. Тогда условие, что
X есть портфель, запишется, как ITX = 1 . Доходность портфеля X есть случайная
величина ξX =

∑n
i=1 xiξi , эффективность портфеля eX =

∑n
i=1 eixi = ETX , его

дисперсия vX =
∑n

i=1

∑n
j=1 xivijxj = XTV X . Среднее квадратическое отклонение

доходности портфеля σX =
√
vX отождествляется с риском портфеля и обозначается

rX . Классическая теория портфеля сводится к исследованию взаимоотношений между
его эффективностью и риском, причем желательно эффективность иметь больше, а риск
– меньше.

Пакетом ценных бумаг называется любой вектор-столбец Y = (yi) размерности
n , т.е. числа ценных бумаг, yi трактуется как стоимость i -й ценной бумаги в
портфеле, так что величина

∑n
i=1 eiyi = ETY есть средняя величина процентных

денег, полученных от пакета, эта величина называется доходом (или прибылью) пакета
pY . В отличие от портфеля доход пакета измеряется в абсолютных (денежных)
единицах. Величина

∑n
i=1 yi = ITY трактуется как размер собственного капитала,

вложенного в пакет. Величина же Y TV Y есть дисперсия дохода пакета vY , σY =√
vY отождествляется с риском пакета и обозначается rY . Теория пакета сводится к

исследованию взаимоотношений между его доходом и риском, причем желательно доход
иметь больше, а риск – меньше. В отличие от портфеля, собственный капитал пакета может
быть и неположительным – такой пакет естественно назвать спекулятивным. Если на
рынке есть хотя бы два вида ценных бумаг различной эффективности и операция коротких
продаж допустима, тогда есть спекулятивные пакеты, дающие сколь угодно большой доход
(конечно, и риск при этом растет). Впрочем, портфель всегда можно понимать как пакет
стоимостью ровно в одну денежную единицу.

Портфельный вкладчик озабочен рациональностью своих действий, а пакетный –
возможностью получить больше дохода – процентных денег.

Оптимальный портфель Марковица с операцией коротких продаж. Оптимизационная
задача Г. Марковица:

XTV X → min
ETX = eP , I

TX = 1
. (1)

Здесь eP - заданная эффективность портфеля X .
Решение задачи с помощью функции Лагранжа

L(X, t, s) = XTV X + t(eP − ETX) + s(1− ITX)

дает

X =
bV −1I − aV −1E

d
+
eP (cV −1E − aV −1I)

d
= G+HeP ,

где

G =
bV −1I − aV −1E

d
,H =

cV −1E − aV −1I

d
. (2)

Решение задачи (1):
X = G+HeP , (3)

где G,H – некоторые векторы-столбцы размерности n .
Найденные при всевозможных eP портфели – эффективные портфели Марковица – это

портфели минимального риска из всех портфелей заданной эффективности.
Теперь о точном смысле формул (2) и (3). Пусть стоимость всего портфеля равна S .

Понятно, что если xi ≥ 0 , то это означает рекомендацию купить i -х ценных бумаг на
сумму, составляющую долю xi от стоимости всего портфеля. А если xi < 0 , то это
означает для вкладчика необходимость проделать операцию коротких продаж.

Вкладчик находит участника рынка, имеющего данную ценную бумагу, и обязуется через
определенный срок поставить ему данных бумаг на обсуждаемую сумму |S · xi| (в нашей
модели рынка цены стабильны) вместе с тем доходом, который эти бумаги за этот срок
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принесут; за это сейчас он получает деньги в указанном размере |S · xi| и распоряжается
ими по своему усмотрению: вкладывает в нужные ему ценные бумаги, может прибегнуть
к банковскому кредиту или же выпустить свои собственные ценные бумаги.

Если же такие операции на рынке не практикуются или неприемлемы для вкладчика,
то приходится требовать неотрицательность переменных xi .

Как следует из (3), в пространстве долей, подпространстве Rn , множество эффективных
портфелей Марковица представляет собой прямую линию, проходящую через векторы G ,
G+H ( eP играет роль параметра вдоль этой прямой).

Показано, что
∑n

i=1 gi = 1 ,
∑n

i=1 hi = 0 или ITG = 1 , ITH = 0 . То есть формулы (2)
и (3) действительно определяют в Rn множество портфелей (конечно, не всех, а только
эффективных портфелей Марковица).

Доказано, что ETG = 0, ETH = 1 .
Итак,

ITG = 1, ITH = 0, ETG = 0, ETH = 1, ET (G+H) = 1. (4)
Здесь G и G + H – портфели, причем G имеет эффективность 0, а G +

H имеет эффективность 1. Представление оптимального решения задачи (1) называется
разложением по двум фондам G, H , причем G есть портфель и эффективность G равна
0, наоборот, H имеет эффективность 1, а сумма его компонент равна 0. Получается, что к
портфелю G эффективности 0 прибавляется «добавок» HeP эффективности eP с нулевой
суммой компонент и получается произвольный портфель Марковица эффективности eP .

Найдем теперь дисперсию портфелей, представленных векторами G и G + H , и
ковариации портфелей, представленных этими векторами.

Имеем GTV G = (1
d)2(bIT − aET )V −1(bI − aE) = (1

d)2(b2c − ba2 − a2b + a2b) = b
d .

Аналогично, HTV H = c
d , GTV H = −a

d . Отсюда получаем (G + H)TV (G + H) =

GTV G+GTV H +HTV G+HTV H =

=
b

d
− a

d
− a

d
+
c

d
=

(b− a) + (c− a)

d
.

Поскольку дисперсия неотрицательна, то должно быть b + c > 2a . Но это так и есть,
поскольку у нас bc > a2 .

Итак,

GTV G =
b

d
,HTV H =

c

d
,GTV H = HTV G = −a

d
, (cET − aIT )V −1(cE − aI) = cd. (5)

Поскольку GTV G = b
d , H

TV H = c
d и b, c > 0 , то G,H 6= 0 . Из c, d > 0 , следует

cE − aI 6= 0 , так что E 6= a
c I , что дает подтверждение Аксиоме фондового рынка.

Найдем теперь зависимость дисперсии или вариации (или квадрата риска) эффективного
портфеля Марковица от заданной его эффективности. Дисперсия такого портфеля
обозначена vP и некоторые выкладки с использованием формул (5) дают:

vP = (
c

d
)e2
P − 2(

a

d
)eP +

b

d
. (6)

Дискриминант полученной квадратичной функции равен (−4
d) < 0 , минимум этой

функции достигается при eP = a
c и сам минимум равен 1

c > 0 .

Пусть E =

(
3
6

)
, V =

(
5 7
7 10

)
. Найдем эффективные портфели Марковица.

Имеем V −1 =

(
10 −7
−7 5

)
. Вычисляем параметры рынка: a = ETV −1I = −3 , b =

ETV −1E = 18 , c = ITV −1I = 1 , d = bc − a2 = 9 . Находим два вектора G,H : G =

bV −1I−aV −1E
d =

(
2
−1

)
, H = cV −1E−aV −1I

d =

(
−1/3
1/3

)
. Окончательно,

множество эффективных портфелей Марковица есть ME = {
(

2
−1

)
+ eP

(
−1/3
1/3

)
: eP ∈ R}

Доказано, что все эти прямые линии представляют одну единственную прямую,
проходящую через две точки (x1 = 1, x2 = 0), (x1 = 0, x2 = 1) .
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Рисунок 1.

Рассмотрим вопрос о существовании эффективных портфелей Марковица с
неотрицательными компонентами.

Имеем систему неравенств{
2− eP /3 ≥ 0
−1 + eP /3 ≥ 0

, откуда 3 ≤ eP ≤ 6 . В этих пределах эффективности портфелей

Марковица компоненты этих портфелей неотрицательны.
В общем случае:
Множество {eP : X ≥ 0} есть отрезок [a, b] , может быть пустой.
Пусть V −1 ≥ 0 , E ≥ 0 , тогда множество {eP : X ≥ 0} непусто.
Найдем портфель Марковица эффективности eP = a/c . Имеем X(a/c) = G + Ha/c =

bV −1I−aV −1E+(a/c)cV −1E−(a/c)aV −1I
d = (b−(a/c)a)V −1I

d = (bc−a2)V −1I
cd = 1

cV
−1I . Дисперсия этого

портфеля равна 1
c .

Портфель минимального риска есть портфель Марковица эффективности a
c .

Найдем портфель Марковица эффективности eP = b/a . Имеем X (b/a) = G + Hb/a =
bV −1I−aV −1E+(b/a)cV −1E−(b/a)aV −1I

d = (bc/a−a)V −1E
d = = (bc−a2)V −1E

ad = 1
aV
−1E . Дисперсия

этого портфеля равна b
a2 , что больше, чем 1

c , ибо d = bc− a2 > 0 .
Оптимальный портфель Марковица. Наряду с задачей (1) рассмотрим

оптимизационную задачу
XTV X → min

ETX ≥ eP , ITX = 1.

Найти портфель минимального риска из всех портфелей эффективности, не менее
заданной.

Оптимальным портфелем Марковица называется портфель минимального риска из всех
портфелей эффективности, не менее заданной.

Портфель минимального риска. Это портфель, имеющий минимальный риск из всех
портфелей. Рассмотрим оптимизационную задачу:

XTV X → min

ITX = 1.

Функция Лагранжа в этом случае L(X, s) = XTV X + s(1− ITX) . Имеем, X = V −1I
ITV −1I

.
Итак, портфель минимального риска есть X = V −1I

c , а сама минимальная дисперсия есть
XTV X = ( I

TV −1

c )V (V
−1I
c ) = ITV −1I

c = 1
c .

Таким образом, обратная величина параметра c численно равна минимальной
дисперсии всех портфелей.
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Отметим, что минимальная дисперсия и сам портфель минимального риска (дисперсии)
определяются исключительно матрицей V (или V −1 ), однако эффективность такого
портфеля зависит и от вектора E .

Действительно, эффективность этого портфеля минимального риска есть ETX =
ETV −1I

c = a
c . Итак, эффективность портфеля минимального риска равна a

c .
Запишем дисперсию (ковариацию) доходности портфеля vP =

∑n
i=1

∑n
j=1 xivijxj так:

vP =
∑n

i=1 xi(
∑n

j=1 xjvij) и назовем величину
∑n

j=1 xjvij портфельной ковариацией
доходности i -й ценной бумаги. Вектор-столбец с компонентами из портфельных
ковариаций, то есть вектор V X , называется вектором портфельных ковариаций.

Характеристическое свойство портфеля минимального риска: портфель имеет
минимальный риск, если и только если все портфельные ковариации в нем одинаковы.

Рынок, для которого a ≤ 0 , нельзя признать здоровым. В самом деле, так как
b = ETV −1E > 0 , то если E ≈ lI для некоторого положительного числа l , то
a = (ETV −1I)/l > 0 в силу непрерывности. Другими словами, если доходности ценных
бумаг примерно одинаковы, то a ≥ 0 . Также a ≥ 0 , если в матрице V −1 сумма элементов
каждой строки неотрицательна, а E ≥ 0 .

С другой стороны, пусть в матрице V −1 есть строка, например, i -я, сумма элементов в
которой отрицательна. Если теперь эффективность i -й бумаги значительно превосходит
эффективности остальных бумаг, то a = ETV −1I < 0 .

Оптимальный портфель Тобина с операцией коротких продаж. Ситуация становится
проще и интереснее, если на рынке есть безрисковая ценная бумага. Исследования в этом
направлении проводил Дж. Тобин. Предполагается, что доходность безрисковой бумаги
является постоянной и тем более она не коррелированна с доходностью других – рисковых –
бумаг, поэтому при наличии безрисковой бумаги в матрице ковариаций появляются сплошь
нулевые строка и столбец, в силу чего рассуждения, приведенные выше, не проходят.
Эффективность безрисковой бумаги обозначим e0 и будем считать ее положительной.

Эффективный портфель Тобина. Пусть x0 – доля безрисковой бумаги, тогда, сохраняя
обозначения задачи (1), получаем оптимизационную задачу:

XTV X → min (7)

e0x0 + ETX = eP , x0 + ITX = 1.

( V - матрица ковариаций доходностей рисковых ценных бумаг). Решим эту задачу с
помощью функции Лагранжа
L(X,x0, t, s) = XTV X + t(eP − e0x0 − ETX) + s(1 − x0 − ITX) . Имеем,XT = ( t2)(ET −
e0I

T )V −1 .
При наличии на рынке безрисковой бумаги справедливо, что E 6= e0I (которое

содержательно означает просто, что на рынке есть бумага, эффективность которой отлична
от безрисковой, что безусловно справедливо. Это – еще одно подтверждение Аксиомы
фондового рынка).

Выражение (E − e0I)TV −1(E − e0I) можно обозначить S2 , считая S > 0 .
Эффективным портфелем Тобина называется портфель минимального риска из всех

портфелей заданной эффективности на рынке с безрисковой бумагой.
Особенность портфелей Тобина: структура рисковой части портфеля Тобина не зависит

от задаваемой его эффективности. Действительно, эта структура задается вектором
V −1(E − e0I) , который не зависит от eP . Следовательно, все, чем можно варьировать
при формировании портфеля Тобина, – это доля x0 безрисковой бумаги: чем она больше,
тем меньше эффективность портфеля и его риск.

Найдем риск эффективного портфеля Тобина, для чего найдем сначала его дисперсию,
т.е. XTV X . Имеем XTV X = (eP−e0)2(E−e0I)TV −1V V −1(E−e0I)

S2 = = (eP−e0)2

S2 .
Следовательно, риск эффективного портфеля Тобина равен rP = |eP−e0|

S . Отсюда можно
найти зависимость эффективности этого портфеля от его риска

eP = e0 + SrP при eP ≥ e0 (8)
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Последнее условие является содержательно естественным.
Необходимость в операции коротких продаж возникает, если вектор V −1(E − e0I)

имеет отрицательную компоненту. Это определяется свойствами рынка. Если вектор
V −1(E− e0I) имеет отрицательную компоненту, то к операции коротких продаж придется
прибегнуть вне зависимости от желания или нежелания участника рынка. Если же этот
вектор неотрицателен, то необходимость в операции коротких продаж возникает, когда
ITX > 1 . Или, подставляя в это соотношение оптимальное значение вектора рисковых
долей X = (eP−e0)V −1(E−e0I)

S2 и на основании формулы (8) получаем, что необходимость в

операции коротких продаж возникает при eP >
ce20−2ae0+b

a−ce0 + e0 .
Оптимальный портфель Тобина. Решим оптимизационную задачу

XTV X → min (9)

e0x0 + ETX ≥ eP , x0 + ITX = 1.

Оптимальное решение этой задачи – оптимальный портфель Тобина – минимального
риска из всех портфелей эффективности, не менее заданной, на рынке с безрисковой
бумагой.

Рисунок 2.

На рис. 2 представлена зависимость риска эффективного портфеля Тобина от его
эффективности. При eP ≥ e0 решения задач (7) и (9) одинаковы, а при eP < e0 – разные,
именно решение задачи (9) при всех eP < e0 есть одно-единственное решение задачи (7)
при eP = e0 . Легко понять, что при eP < e0 и формально, и содержательно нет смысла
решать задачи (7) и (9) – достаточно составить портфель только из безрисковой бумаги.

Вопрос, может ли ценная рисковая бумага иметь эффективность, меньшую, чем

безрисковая, достаточно сложен. Пусть, например, ET = (4,−2) , V =

(
5 −3
−3 2

)
,

тогда V −1 =

(
2 3
3 5

)
. Имеем c = ITV −1I = 13, a = ETV −1I = 4 .

Пусть функция полезности вкладчика есть ϕ(P ) = eP −vP , где eP , vP – эффективность
и дисперсия портфеля P . Пусть P1 – портфель, состоящий только из 1-й бумаги, тогда
e1 = 4, v1 = 5, ϕ1 = −1 ; P2 – портфель, состоящий только из 2-й бумаги, тогда e2 =
−2, v2 = 2, ϕ2 = −4 , и пусть P – портфель минимального риска, тогда eP = a

c = 4
13 , vP =

1
13 , ϕ(P ) = 3

13 . Мы видим, что вкладчик выберет портфель P . Но если 2-ю бумагу
удалить, то вкладчик окажется недовольным – он не сумеет сформировать столь полезный
портфель, как ранее. Кстати, если добавить еще безрисковую бумагу эффективности,
например, 0,1, то она окажется для данного вкладчика менее привлекательной, чем
портфель P .

Портфели Марковица и Тобина максимальной эффективности с операцией коротких продаж.
Здесь рассматриваются постановки задач, в каком-то смысле симметричные классическим
постановкам Марковица и Тобина: максимизируется эффективность портфеля при
ограничении риска.
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Портфель Марковица максимальной эффективности. Рассмотрим оптимизационную
задачу:

ETX → max (10)
XTV X = vP , I

TX = 1.

Здесь vP - задаваемая инвестором дисперсия формируемого портфеля.
Портфелем Марковица максимальной эффективности называется портфель

максимальной эффективности из всех портфелей заданного риска.
Таким образом, задача (10) и есть задача формирования такого портфеля.
Задача (10) эквивалентна формально более общей задаче:

ETX → max

XTV X ≤ vP , ITX = 1,

то есть задаче построения портфеля Марковица максимальной эффективности из всех
портфелей риска, не более заданного.

Портфель Тобина максимальной эффективности из всех портфелей риска не более заданного.
Наряду с задачей Тобина (9) рассмотрим оптимизационную задачу:

e0x0 + ETX → max (11)

XTV X ≤ vP , x0 + ITX = 1.

Отметим, что V – матрица ковариаций доходностей рисковых ценных бумаг. Задача
исследуется геометрически и из (8) найдено eP = e0 + SrP . Для этого e по формуле
найден искомый портфель X .

Итак, эффективный и оптимальный портфель Тобина – это одно и то же. Поэтому
задачу (11) можно решать с равенством дисперсии XTV X задаваемой дисперсии vP .
При такой постановке задачу можно решить с помощью функции Лагранжа L(X,x0, t, s) =
(e0x0 + ETX) + t(vP −XTV X) + s(1− x0 − ITX) .

Получаем X = rP
S V

−1(E − e0I) .
В оптимальном портфеле минимального риска или максимальной эффективности вектор

портфельных ковариаций пропорционален вектору превышения эффективности ценных
бумаг над безрисковыми вложениями (подразумевается, что последние на рынке есть).

Обратно, предположим, что для некоторого вектора рисковых долей X вектор
портфельных ковариаций V X пропорционален вектору E − e0I . Этот вектор X
оптимален.

Портфели Марковица и Тобина без операции коротких продаж. В этом случае
приходится накладывать на переменные требование неотрицательности.

Задача Марковица (1) принимает вид:

XTV X → min

ETX = eP , I
TX = 1, X ≥ 0.

Портфель минимального риска с неотрицательными компонентами. Рассмотрим задачу

XTV X → min

ITX = 1, X ≥ 0.

Найти минимум (точку минимума или хотя бы само минимальное значение) симметричной
положительно определенной квадратичной формы на симплексе. Это важная задача
математического программирования.

Посмотрим на эту задачу как на задачу фондового рынка. Ее решение дает портфель
минимального риска из всех портфелей с неотрицательными компонентами. Очевидно,
что если есть безрисковая бумага, то портфель, составленный только из нее, есть искомый.
Если безрисковой бумаги нет, то матрицу V можно считать положительно определенной.

Портфель минимального риска, заданной эффективности и с неотрицательными компонентами.
Решим оптимизационную задачу

XTV X → min
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ETX = eP , I
TX = 1, X ≥ 0.

Это и есть классическая постановка Марковица об оптимальном портфеле. Необходимые
и достаточные условия условного минимума:

2XTV − tET − sIT ≥ 0, (2XTV − tET − sIT )X = 0, X ≥ 0, ETX = eP , I
TX = 1. (12)

Решение этой системы уравнений и неравенств в общем случае затруднительно. При
небольшом числе n эта система решается перебором.

Вместо рассмотренной задачи – найти портфель минимального риска заданной
эффективности и с неотрицательными компонентами – надо решать более общую
задачу: найти портфель минимального риска, эффективности не менее заданной и с
неотрицательными компонентами,

XTV X → min, (13)

ETX ≥ eP , ITX = 1, X ≥ 0.

Рисунок 3.

Такая кусочно-линейная зависимость компонент оптимального портфеля Марковица при
условии их неотрицательности имеет место в общем виде.

Содержательный смысл параметров рынка. Теперь содержательно охарактеризуем
параметры фондового рынка a, b, c, d введенные выше.

Вернемся к оптимизационной задаче:

XTV X → min

ITX = 1.

Решение задачи дает портфель минимального риска. Портфель минимального риска
есть X = V −1I

c , а сама минимальная дисперсия есть XTV X = ( I
TV −1

c )V (V
−1I
c ) = ITV −1I

c =
1
c .
Таким образом, величина параметра c равна обратной величине минимальной

дисперсии всех портфелей.
Отметим, что минимальная дисперсия и сам портфель минимального риска (дисперсии)

определяются исключительно матрицей V (или V −1 ), однако эффективность такого
портфеля зависит и от вектора E .

Действительно, эффективность этого портфеля минимального риска есть ETX =
ETV −1I

c = a
c . Итак, эффективность портфеля минимального риска равна a

c , то есть в a
раз больше величины его дисперсии. Таким образом, параметры a, c связаны с портфелем
минимального риска.

Для того, чтобы раскрыть содержательный смысл параметра b , напомним, что
уравнение линейной регрессии случайной величины Y на случайную величину X есть
ϕ(x) = g + fx , где f = KXY /DX , g = M [Y ] − (KXY /DX)M [X]; M [X], M [Y ] –
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математические ожиданияX,Y , а DX ,KXY – дисперсия X и корреляционный момент
(или ковариация) X,Y . Напомним также, что f называется коэффициентом, а
g – константой линейной регрессии. В теории фондового рынка DX , KXY есть,
соответственно, вариация vX с.в. X и (совместная) ковариация vXY с.в. X,Y . Если
X,Y есть пакеты ценных бумаг, то vX = XVX , а vXY = XTV Y .

Напомним, что предполагается отсутствие на рынке безрисковой бумаги.
Вариация пакета V −1E равна параметру рынка b .
Найдем линейную регрессию произвольного пакета Y на пакет V −1E .
Ковариация произвольного пакета Y и пакета V −1E равна эффективности пакета

Y .
Действительно, Cov(Y, V −1E) = Y TV V −1E = Y TE = eY .
С учетом сказанного получаем f = eY /b . Отсюда eY = bf , так что имеем
Эффективность любого пакета пропорциональна коэффициенту f его линейной

регрессии на пакет V −1E .
Отметим, что константа линейной регрессии любого пакета на пакет V −1E равна 0.
Следовательно, эффективность пакета V −1E равна параметру рынка b , так как

коэффициент f линейной регрессии пакета V −1E на себя равен 1. С учетом предложения
1 получаем окончательно:

Параметр рынка b равен эффективности и вариации пакета V −1E .
Для дополнительной информации о содержательном смысле параметра b решим

оптимизационную задачу
Y TV Y → min

ETY = pK .

Решение этой задачи есть пакет минимального риска из всех, дающих заданный доход
pK .

Для решения задачи составим функцию Лагранжа: L(Y, t) = Y TV Y + t(pK − ETY ) .
Имеем ∂L

∂X = 2Y TV − tET = 0 , откуда Y = tV −1E
2 . Подставляя в равенство ETY = pk ,

найдем t = 2pK
ETV −1E

, значит, Y = pKkV
−1E

ETV −1E
= pKV

−1E
b , а сама минимальная дисперсия есть

Y TV Y = (pKE
TV −1

b )V (pKV
−1E
b ) =

p2
KE

TV −1E

b2
=

p2
K
b , минимальный риск есть rK = |pK |√

b
.

Полагая pK = 1 , получаем следующий вывод:
1
b есть минимальная дисперсия пакета, обеспечивающего доход в одну денежную

единицу.
Собственный капитал такого пакета есть ITV −1E

b = a
b . Напомним, что b > 0 .

Получаем следующий вывод: пакет минимального риска, дающий положительный доход,
является спекулятивным, если и только если a ≤ 0 . Таким образом, знак параметра
a несет важнейшую информацию. Если a > 0 , то пакет минимального риска, дающий
положительный доход, не может быть спекулятивным, следовательно, на таком рынке
теория пакетов минимального риска по сути сводится к теории портфелей минимального
риска.

Любой пакет минимального риска пропорционален пакету V −1E .
Эффективность пакета αV −1E равна ET (αV −1E) = αb , а его дисперсия равна

αV −1E)TV (αV −1E) = α2b . Следовательно, пакет X минимального риска имеет
вид (eXV

−1E)/b и его риск равен eX/
√
b .

Опишем еще одно свойство портфеля минимального риска.
Найдем ковариацию каких-нибудь двух портфелей Марковица. Пусть портфель X

имеет эффективность eX , а другой портфель M имеет эффективность m , тогда, согласно
формуле (3), X = G+HeX , M = G+Hm и ковариация этих портфелей есть

Cov(X,Y ) = XTVM = (G+HeX)TV (G+Hm) = (b− am− aeX + cmeX)/d.

Пусть портфель M есть портфель минимального риска, тогда его эффективность m =
a/c , а дисперсия 1/c . Но в этом случае имеем XTVM = 1/c , следовательно, справедливо
следующее утверждение.
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Ковариация с портфелем минимального риска любого портфеля Марковица не
зависит от последнего и равна 1/c – минимально возможной дисперсии портфелей, а
коэффициент линейной регрессии равен 1.

Содержательный смысл этого утверждения неясен.
Предположим теперь, что на рынке есть безрисковая бумага. Тогда роль пакета V −1E

начинает играть пакет V −1(E − e0I) .
Ковариация произвольного портфеля X и пакета V −1(E − e0I) равна превышению

эффективности портфеля X над эффективностью безрисковой бумаги.
Действительно, Cov(X,V −1(E − e0I) = XTV V −1(E − e0I) = XT (E − e0I) = eX − e0 .
Портфель X не коррелирован с пакетом V −1(E − e0I) , если и только если его

эффективность равна эффективности безрисковой бумаги.
Напомним, что эффективный портфель Тобина M эффективности m имеет вид (m −

e0)V −1(E− e0I)/S2 , где S2 = (E− e0I)TV −1(E− e0I) . Найдем ковариацию какого-нибудь
портфеля X эффективности eX на портфель Тобина M . Имеем Cov(X,M) = (eX −
e0)(m − eo)/S2 . Так как дисперсия портфеля M равна (m − e0)2/S2 , то коэффициент
линейной регрессии произвольного портфеля X на портфель Тобина M равен fXM =
((eX − e0)/S2)/((m − e0)/S2) = (eX − e0)/(m − e0) . Или eX − e0 = fXM (m − e0) . В
частности, как легко проверить, для портфеля, состоящего из одной i -й бумаги, имеем
ei − e0 = fiM (m− e0) .

Рыночный портфель есть портфель M , в котором mi есть доля стоимости i -й бумаги
в стоимости бумаг всего рынка. Пусть на рынке есть безрисковая бумага. В состоянии
равновесия рыночный портфель есть оптимальный портфель Тобина эффективности m =
ETM . Для произвольного портфеля его коэффициент линейной регрессии на рыночный
портфель имеет специальное обозначение β . Следовательно, для произвольного портфеля
X можно записать eX − e0 = βX(m − e0) . Это и есть хорошо известная связь между β
вклада и его эффективностью.

Методы построения множества эффективных портфелей. Пусть e, r обозначает
соответственно эффективность и риск портфеля (риск отождествляется со средним
квадратическим отклонением σ доходности портфеля). Определим отношение
доминирования среди портфелей, именно считаем, что портфель P1 доминирует
(превосходит) портфель P2 если e1 ≥ e2 , r1 ≤ r2 и хотя бы одно из этих неравенств
строгое (чтобы исключить возможность доминирования портфеля самого себя). Портфель
назовем недоминируемым, если не существует портфеля, который бы его доминировал. В
[14] такой портфель называется эффективным, если он недоминируемый. Эффективные
портфели [14] делятся на две группы: к одной принадлежат портфели наименьшего
риска при заданной эффективности, а к другой – портфели наибольшей эффективности
при заданном риске. Наша терминология в данной статье отличается богатством и
возможностями применений.

Интерес представляет также получение в явном виде компонент эффективного портфеля
Тобина через связь доходностей рисковых бумаг с ведущим фактором рынка, за который
взята средняя доходность бумаг рынка. Воспроизведем этот вывод здесь, придерживаясь,
однако, наших терминологии и обозначений.

Сначала замечаем, что портфель C , для которого коэффициент наклона eC−e0
σ имеет

максимальное среди всех портфелей значение, является оптимальным (фактически, в [14]
это определение оптимального портфеля). Оптимальный портфель находится именно как
таковой. Составим функцию Лагранжа L(X, s) = ETX−e0√

XTV X
+ s(1− ITX) . Далее имеем

∂L

∂X
=
ET (XTV X)1/2 − (ETX − e0)[1

2(XTV X)−1/2 2XTV ]

XTV X
− sIT = 0, (14)

ET (XTV X)1/2 − (XTV X)−1/2XTV (ET − e0)X

XTV X
= sIT .
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Умножим обе части последнего равенства на X , и учитывая, что ITX = 1 , получим
s = e0/(X

TV X)1/2 . Найденное s подставим в (14) и получим

ET − e0 = XTV
EX − e0

(XTV X)
.

Обозначая константу EX−e0
(XTV X)

через a и aX через Y , получаем систему линейных
уравнений
V Y = (ET − e0) (напомним, что e0 -эффективность безрисковых вложений, а EX =

ETX - эффективность (неизвестная!) искомого портфеля). Осталось выразить Y через
беты бумаг и дисперсию σ2

M .
Воспользовавшись формулами, приведенными выше, получим ykdk +

∑n
i=1 yiβiβkσ

2
M =

ek − e0 , отсюда yk = ek−e0
dk
− βk

σ2
M
dk

∑n
i=1 yiβi Для того, чтобы все-таки найти yk умножим

каждое уравнение на βk и затем сложим все эти уравнения. Получим
n∑
k=1

ykβk =

n∑
k=1

βk(ek − e0)

dk
− σ2

M (
n∑
i=1

yiβi)
n∑
k=1

β2
k

dk
, (15)

откуда и находим
∑n

k=1 ykβk =

∑n
i=1

βi(ei−e0)

di

1+σ2
M

∑n
i=1

β2
i
di

. Подставляя это выражение в (15),

получаем yk = βk
dk

( ek−e0βk
−A) , где A =

σ2
M

∑n
i=1

βi(ei−e0)

di

1+σ2
M

∑n
i=1

β2
i
di

.

Интересна роль A . Если предположить, что βi > 0 для всех i = 1, ..., n , то при
составлении оптимального портфеля i -я ценная бумага должна быть куплена, если ei−e0

βi
>

A , а если ei−e0
βi

< A , то с этой бумагой должна быть совершена операция коротких продаж.

Вторая часть данной статьи посвящена обобщенной теории двойственности.
2 Анализ чувствительности в портфельном инвестировании

Классическая минимаксная задача общего вида выглядит следующим образом [16]:

max
Y ∈G

F (X,Y )→ min
X∈Ω

, (1)

где Ω - выпуклое замкнутое множество в En , а G – ограниченное замкнутое множество в
Em . В зависимости от того, будет ли Ω 6= En или Ω = En , говорят о минимаксной задаче
с ограничениями или без них. Переменная X называется параметром.

Основные идеи, которые могут быть использованы для решения минимаксных задач.
1. Поиск экстремального базиса. Задача принадлежит П.Л. Чебышеву. В настоящее

время она наиболее полно разработана для одномерных задач аппроксимации.
Пусть функция F (X,Y ) выпукла по X на Ω на каждом фиксированном Y ∈ G . Тогда

на G можно найти r точек Y1 . . . , Yr , где 1 ≤ r ≤ n+1 , таких, что исходная минимаксная
задача (1) равносильна следующей задаче:

max
Y ∈Gr

F (X,Y )→ min
X∈Ω

, (2)

где Gr = {Y1, . . . , Yr} . Множество Gr называется экстремальным базисом. Если
экстремальный базис известен, то, решая обычно простую задачу (2), получают решение
и исходной задачи (1).

2. Минимизация функции максимума. Задача получила существенное развитие
благодаря установлению при некоторых предположениях дифференцируемости функции
максимума по всем возможным направлениям.

Положим
ϕ(X) = max

Y ∈G
F (X,Y ).

Тогда исходная задача (1) равносильна задаче минимизации функции ϕ(X) на Ω .
87



Л.Н. Гумилев атындағы ЕҰУ Хабаршысы - Вестник ЕНУ им. Л.Н. Гумилева, 2018, Том 125, №4

3. Нахождение седловой точки. Задача связана с именем Дж. Фон Неймана. Она
используется для решения задач теории игр на основе важной части исследования операций
– двойственности.

Точка [X∗, Y ∗] называется седловой точкой функции F (X, Y ) на множестве Ω × G ,
если F (X∗, Y ) ≤ F (X∗, Y ∗) ≤ F (X,Y ∗) для всех X ∈ G и Y ∈ G . Допустив, что у
функции F (X,Y ) существует седловая точка [X∗, Y ∗] на Ω×G , будем иметь

min
X∈Ω

max
Y ∈G

F (X,Y ) = F (X∗, Y ∗) = max
Y ∈G

min
X∈Ω

F (X,Y ).

Таким образом, в рассматриваемом случае минимаксная задача (1), а также
двойственная к ней задача min

X∈Ω
F (X,Y )→ max

Y ∈G
cводятся к задаче об отыскании седловой

точки.
Симметричная пара двойственных задач имеет важные практические приложения. Так,

экономически – содержательная задача торга приводит к симметричной паре взаимно-
двойственных задач:

P (X) = CX → max S(Y ) = Y B → min

AX ≤ B, X ≥ 0 Y A ≥ C, Y ≥ 0.

Вместе с этим рассмотрим антагонистическую игру двух лиц с матрицей A . Из теории
игр известно, что если к элементам матрицы A прибавить одно и то же число d , то
оптимальные стратегии P ∗ , Q∗ в игре A останутся оптимальными и в игре A′ = A+d , а
цена игры увеличится на d . Таким путем можно добиться того, что все элементы матрицы
A′ можно считать положительными и цену игры ν ′ также можно считать положительной.
При этом возникает симметричная пара двойственных задач линейного программирования

ν1 → max,
E (P, j) ≥ ν1, j = 1, ..., n,∑
i
pi = 1, pi ≥ 0,

ν2 → min,
E (i, Q) ≤ ν2, i = 1, ...,m,∑
j
qj = 1, qj ≥ 0.

(3)

После введения новых переменных (в левой задаче xi = pi
ν1

; в правой задаче yj =
qj
ν2

)
эти задачи переформатируются очевидным образом.

Получается симметричная пара двух двойственных стандартных задач линейного
программирования:∑

j
xj → min,∑

j
aijxj ≥ 1, xj ≥ 0, j = 1, ..., n,

∑
i
yi → max,∑

i
aijyi ≤ 1, yi ≥ 0, i = 1, ...,m.

(4)

Указанная замена переменных и добавление к элементам матрицы A одного и того же
числа произведены для получения именно такой пары двойственных задач, позволяющих
затем воспользоваться теоремами двойственности.

Далее используем теорию линейного программирования и теоремы двойственности. Из
них следует, что оптимальные значения целевых функций

∑
j
x∗j и

∑
i
y∗i равны. Это

позволяет ввести величину ν∗ = 1∑
j
x∗j

= 1∑
i
y∗i

, которая оказывается ценой игры, и,

вернувшись к прежним переменным, получить оптимальные стратегии игроков p∗j = x∗j ·ν∗ ,
q∗i = y∗i · ν∗ .

Из теории двойственности также следует, что решая симплексным методом одну из
задач, можем из последней симплексной таблицы найти и оптимальное решение другой
задачи.

Приведем некоторые обобщения теории двойственности.
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Рассмотрим задачу
p→ min,
a(x) ≤ p, a ∈ P. (5)

Пусть A = ∪{dom a : a ∈ P} . Положим f(x) = sup{a(x) : a ∈ P} для всякого x ∈ A .
Назовем f верхней огибающей семейства функций P и обозначим ∨P .
Теорема 1. Задача (5) эквивалентна задаче (5 )́. Найти

inf f = inf ∨P. (5́)

Эта задача (5 )́ называется задачей нахождения минимакса системы P .
Рассмотрим задачу

q → max,
b(y) ≥ q, b ∈ Q. (6)

Пусть B = ∪{dom b : b ∈ Q} . Положим s(x) = inf{b(y) : b ∈ Q} для всякого y ∈ B .
Назовем s нижней огибающей семейства функций Q и обозначим ∧Q .
Теорема 2. Задача (6) эквивалентна задаче (6 )́.
Найти

sup s = sup∧Q. (6́)
Эта задача (6 )́ называется задачей нахождения максимина системы Q .
Теорема 3. Обе задачи (5), (6) имеют единственное решение.
Два других типа задач принятия решений в условиях неопределенности

p→ min,
a(x) ≥ p, a ∈ P. (7)

Теорема 4. Задача (7) эквивалентна задаче (7 )́. Найти

inf s = inf(sup∧Q). (7́)

q → max,
b(y) ≤ q, b ∈ Q. (8)

Теорема 5. Задача (8) эквивалентна задаче (8 )́. Найти

max f = max(inf ∨P ), (8́)

они отличаются неоднозначностью понимания.
Теорема 6. Если s̄ – решение задачи (7), то любое ¯̄s > s̄ также есть решение задачи

(7 )́.
Аналогично верно и для задачи (8).
Если P = Q , то задачи (5 )́ и (6 )́ назовем обобщенно двойственными. Обозначим P = Q

в этом случае
∑

. Итак, в этом случае обе задачи таковы: inf ∨E , sup∧E .
Здесь E – семейство функций domE = ∪{dom e : e ∈ E} – объединение областей

определения функций E . Для всякого x ∈ domE положим f(x) = inf{e(x) : e ∈ E} ,
g(x) = sup{e(x) : e ∈ E} , назовем f нижней огибающей семейства функций E и
обозначим ∧E , а g – верхней огибающей и обозначим ∨E .
Теорема 7. Для всякого x ∈ dom E выполняется f(x) ≤ g(x) .
Действительно, (x ∈ dom E)⇒ (∃e ∈ E : x ∈ dom e)⇒ [f(x) ≤ e(x) ≤ g(x)] .
Это известно, например, в виде утверждения о том, что нижняя цена матрицы (игры)

не превосходит верхней цены матрицы (игры).
Задача 1. f(x)→ max или max(∧E) , то есть: найти max нижней огибающей семейства

функций, называется (несколько неточно) нахождением максимина семейства функций.
Аналогично

Задача 2. g(x)→ min или min(∨E) , то есть: найти min верхней огибающей семейства
функций называется (тоже несколько неточно) нахождением минимакса семейства
функций.
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Задача выявления условий на семейство функций E , при которых совпадают максимин
и минимакс, называется задачей о совпадении максимина и минимакса. Некоторые
утверждения на этот счет известны. Например, примером является теорема Дж. фон
Неймана о таком совпадении для множества смешанных стратегий игроков в матричной
игре, что и послужило основанием введения цены игры.

Остановимся на технике использования минимакса в теории двойственности.
Предположим, что эффективность n -й ценной бумаги e известна

в каждом следующем временном периоде с точностью до некоторого
множества неопределенности Ωn . Пусть an = min Ωn , bn = max Ωn . При
формировании портфеля ценных бумаг X на следующий период положим Rk = e −

ETX

(
ETX =

∑
k

ekxk

)
; если ek = max

i
ei , то весь портфель должен состоять только

из k -й бумаги, и Rk(X) есть риск потерять именно такую сумму, если вместо одной k -й
бумаги будет сформирован портфель X.

Очевидно, что наименее благоприятному варианту формирования портфеля, при
котором риск максимален, отвечают граничные значения e∗k = bk , e∗i = ai ∀i 6= k .
При этом R∗k = (1− xk)bk −

∑
i 6=k

xiai .

Не склонный к риску инвестор, желающий обеспечить себе твердый доход, сформирует
портфель, минимизирующий наибольший из вышеуказанных рисков, то есть будет решать
задачу: max

k
((1− xk)bk −

∑
i 6=k

xiai) : ITX = 1, X ≥ 0)→
X

min .

Она сводится к задаче линейного программирования путем введения новой переменной
θ . Рассмотрим задачу:

θ → min,
(1− xk)bk −

∑
i 6=k

xiai ≤ θ k = 1, ..., n,

ITX = 1, X ≥ 0.

Оптимальное решение такой задачи дает гарантированный результат, то есть независимо
от развития событий величина упущенной выгоды заведомо не превысит некоторого
вычислимого числа θmin .

Минимаксный подход выглядит так: сначала для всякого портфеля находим величину

ϕ (X) = max
k

(1− xk) bk =
∑
i 6=k

xiai, k = 1, ...,m

 =

= max
i 6=j

∑
i 6=k

xi

 bk −
∑
i 6=k

xiai

 = max
k

∑
i 6=k

xi [bk − ai]

 ,

а затем формируем портфель с наименьшим значением этой величины, то есть это именно
минимаксный подход

max
k

((1− xk)bk −
∑
i 6=k

xiai) : ITX = 1, X ≥ 0)→
X

min

С точки зрения двойственности приходим к следующей задаче:

θ2 → min,∑
i 6=k

xi(bk − ai) ≤ θ2 , k = 1, ..., n,

ITX = 1, X ≥ 0.

Теперь видно, что это задача второго игрока в матричной игре с матрицей A = (aij) ,

элементы которой aij можно записать так aij = (bi − aj) δij , где δij =

{
1, i 6= j
0, i = j

–
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символ Кронекера. Матрица имеет вид:

A =


0 b1 − a2 b1 − a3 .... b1 − an

b2 − a1 0 b2 − a3 .... b2 − an
.... .... .... .... ....

bn − a1 bn − a2 bn − a3 .... 0

 .

Задача первого игрока в этой матричной игре

θ1 → max,∑
j 6=k

(bj − ak) yj ≥ θ1 , k = 1, ..., n,

ITY = 1, Y ≥ 0.

.

Или, иначе

min
k

∑
j 6=k

yjbj − (1− yk) ak : ITY = 1, Y ≥ 0

→
Y

max .

То есть первый игрок формирует портфель, максимизирующий наименьший выигрыш.
Оптимальное решение этой задачи дает гарантированный результат, независимо от
развития событий величина выигрыша заведомо не меньше θ1

max . Разумеется, все выводы
теории матричных игр здесь приложимы: θ2

min = θ1
max . В частности, так же, как и выше,

можно получить симметричную пару двойственных задач.
Предложеные элементы обобщенной теории двойственности имеют как теоретические,

так и практические применния.
В заключение сообщим, что основные положения данной статьи доложены на научных

семинарах: МГУ им.М.В. Ломоносова, кафедра Математических методов анализа
экономики ("Динамические модели экономики" проф. Черемных Ю.Н., "Инвестиционное
проектирование" проф. Грачева М.В., "Макроэкономические исследования" доц. Шагас
Н.Л.); СПбГУ, Факультет Прикладной математики – процессов управления ("Прикладные
задачи теории управления" проф. Ногин В.Д.); Государственый университет управления
("Экономическая кибернетика" проф. Капитоненко В.В.), МГУ им.М.В. Ломоносова,
факультет ВМиК ("Теория игр в экономике" доц. Морозов В.В.). А также результаты
частично анонсированы в публикациях [19-30].
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Айқынсыздық жағдайдағы инвестициялық процесстердi математикалық
талдау

Аннотация. Бағалы қағаздар нарығын зерттеуге және тиiмдi бағалы қағаздар
портфелiн бағалауға аксиоматикалық көзқарас ұсынылады. Зерттелген үш қор
нарығының параметрлерi үшiн мағыналы түсiндiру табылды. Қаржылық инвестициялық
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моделдi зерттеу кезiнде оңтайлы шешiм моделдi қалыптастыру кезiндегi шарттармен
анықталады. Нақты өмiрде бұл жағдайлар өзгередi. Бастапқы моделдiң параметрлерiн
өзгерту оңтайлы шешiмдi өзгертудi бағалауды талап етедi. Бiз минимакс принципi
мен қосалқылық теорияға негiзделген сезiмталдықты талдау әдiстерiн қарастырамыз, ол
экономикалық қосымшалар тұрғысынан маңызды болып табылады.
Түйiн сөздер қор нарығының параметрлерi, портфелдiң тиiмдiлiгi, минималды тәуекел

портфелi, максималды тиiмдi портфелi, қысқа сауда, минимакс, қосалқылық.
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Abstract:. An axiomatic approach to stock market research and an assessment of the
effective securities portfolio are proposed. A meaningful interpretation was found for the studied
three parameters of the stock market. When examining a financial investment model, the optimal
solution is determined by the conditions at the time of the model formation. In real life, these
conditions are changeable. Changing the parameters of the original model requires an assessment
of the change in the optimal solution. We consider methods of sensitivity analysis based on
the principle of minimax and the duality theory, which is important in the sense of economic
applications, associated with it.
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шықпаған жұмыстарға сiлтеме жасауға тиым салынады.
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– URL: http://semr.math.nsc.ru/v14/p657-672.pdf. (дата обращения: 08.01.2017). - электронды журнал
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(егер мақала қазақ тiлiнде орындалса), қазақ және ағылшын тiлiнде (егер мақала орыс тiлiнде орындалса),
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