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Преобразования и абсолютная сходимость тригонометрических рядов Фурье

Аннотация: В статье рассматриваются проблемы теории суммируемости и
абсолютной сходимости тригонометрических рядов Фурье с постановками задач, включая
принадлежащие П.Л. Ульянову, в контексте дальнейшего развития этих направлений
исследований.

Ключевые слова: пространство Орлича, преобразования рядов Фурье, абсолютная
сходимость, предельный случай.
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§1. Введение
1. Еще раз о числовых рядах. Ныне общепринятое «Ряд есть предел» даже тогда,

а это 1821 год, когда были произнесны эти правильные слова, нуждалось в подробном
наполнении [1, стр. 170-171]:

«После смерти Эйлера в 1783 г. в математике наступил период застоя. Чего
только не сделал Эйлер: создал непревзойденное изложение исчисления бесконечно малых
и дифференциального исчисления (Эйлер 1748, 1755), взял берущиеся интегралы, решил
решаемые дифференциальные уравнения (Эйлер 1768, 1769), раскрыл загадки жидкостей
(Эйлер 1755), механики (Эйлер 1736, Лагранж 1788), вариационного исчисления (Эйлер
1744), алгебры (Эйлер 1770). Казалось, что единственное, что следует делать — это
изучать 30000 страниц работ Эйлера.

. . . . . . . . .
В 1821 г. Коши вводит новые требования к строгости в своем знаменитом “Курсе

анализа”. Он ставит следующие вопросы и отвечает на них.
- Что такое производная? Ответ: предел.
- Что такое интеграл? Ответ: предел.
- Что такое бесконечный ряд a1 + a2 + a3 + · · · ? Ответ: предел.

Отсюда следует вопрос:
- Что такое предел? Ответ: число.

И, наконец, последний вопрос:
- Что такое число?

Около 1870-1872 гг. Вейерштрасс и его соратники (Гейне, Кантор), а также Мере,
ответили на этот вопрос. Они также исправили много неточностей в доказательстве
Коши, прояснив понятия равномерной сходимости, равномерной непрерывности, а
также почленного интегрирования и дифференцирования бесконечных рядов».

В процитированном выше замечательном историческом исследовании [1]
нижеследующий текст со стр. 192

8
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“Пример. Согласно критерию Лейбница, ряд
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сумма которого вдвое меньше, чем у первоначаленого. Это показывает, что значение
суммы бесконечного ряда может зависеть от порядка суммирования.
(2.7) Определение. Ряд

∑∞
i=0 a

′
i называется перегруппировкой ряда

∑∞
i=0 ai , если

каждой член
∑∞

i=0 ai появиться в
∑∞

i=0 a
′
i ровно один раз, и наоборот (это значит, что

существует биекция σ : N0 → N0 , такая, что a′i = aσ(i) ; здесь N0 = {0, 1, 2.3, 4, .., } ").
противоречив в том смысле, что ряд (*) не есть перегруппировка численного ряда (2.10) в
смысле определения (2.7).

В связи с чем (да и по многим причинам внутреннего характера), уточним определение
числового ряда – основного объекта данной статьи (например, в исполнении из [2, стр.301-
302]).
«1. Числовой ряд и его сходимость. Пусть задана числовая последовательность

{an}∞n=1 . Символическая запись (символ)

a1 + ...+ an + ... (1.1)
называется числовым рядом. Здесь действительное число an из ряда (1.1) называется
"членом ряда (1.1) с номером n " или " n -ным членом", а число Sn , равное сумме первых
n членов ряда, т.е. определяемое из равенства Sn = a1 + · · · + an , называют "частичной
суммой ряда (1.1) номера n " или " n - ной частичной суммой". Иногда, полагая, что n
– любое целое положительное число, запись an называют общим членом ряда (1.1).

Если определенная по (1.1) числовая последовательность {Sn}∞n=1 имеет конечный
предел (который обозначим через S, тем самым S := lim

n→∞
Sn ), то говорят, что ряд

(1.1) сходится, число S называют суммой ряда, и все это записывается в виде S =
a1 + ...+ an + ... . В таком случае говорят, что «ряд (1.1) сходится к сумме S ».

В каждом из остальных случаев, то есть если предел последовательности {Sn}∞n=1,
бесконечен, тем самым равен +∞,−∞ ,∞ или же вовсе не существует, то ряд (1.1),
по определению, не сходится или же (1.1) есть расходящийся ряд (при этом, в случае
бесконечного S := lim

n→∞
Sn также говорят «Ряд расходится к бесконечности»).

Теперь уточним и обсудим мотивы принятия и предупредим опасности в неверном
понимании сформулированных определений:

10 . Используемый в обозначении (1.1) знак сложения "+" может быть причиной
следующего несуществующего понятия «Сумма бесконечного количества слагаемых»
как естественного продолжения сумм из 2-х чисел, 3-х чисел, и, вообще, из любых
n чисел. Поэтому нужно полностью понять и навсегда запомнить: понятие суммы
действительных чисел определено только для конечного множества слагаемых – имеет
смысл сумма чисел a1 и a2 обозначаемое a1 + a2 , при любом целом положительном n
сумма действительных чисел a1 ,. . . , an обозначаемое a1 + · · · + an , но для бесконечной
последовательности действительных чисел a1, . . . , an, . . . их сумма составляет случай,
когда слагаемых бесконечно много, и только по одному этому факту не определена.

Для этого нового случая, чтобы придать «бесконечной» сумме смысл с числовым
значением, нужно использовать понятие предела числовой последовательности. Все эти
идеи исполнены в приведенных выше определениях: по (1.1) составляется бесконечная
Bulletin of L.N. Gumilyov ENU. Mathematics. Computer science. Mechanics series, 2019, Vol. 127, №2
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последовательность чисел S1 = a1, S2 = a1 + a2, . . . , Sn = a1 + a2 + · · · + an, . . . ,
и если эта последовательность имеет конечный (действительный) предел, этот предел
называют суммой бесконечного количества слагаемых (1.1). Таким образом, понятие
суммы бесконечного (счетного) количества слагаемых (ряда) задается через предел.

20 . Понятие суммы ряда дается через последовательность частичных сумм, то есть по
каждому ряду выписывается числовая последовательность. И это обоюдно: для каждой
данной числовой последовательности {Sn}∞n=1 можно составить ряд, частичные суммы
которого составляют именно эту последовательность. Таковым является ряд a1+...+an+...
с членами a1 = S1 , а для каждого целого n > 1 равным an = Sn − Sn−1 . Действительно,
a1 = S1, a1 + a2 = S1 + (S2 − S1) = S2, . . . , a1 + a2 + · · · + an = S1 + (S2 − S1) +
(Sn−1 − Sn−2) + (Sn − Sn−1) = Sn . Таким образом, ряд это специальный вид записи
числовой последовательности. В итоге, пришли к такому выводу: каждое утверждение
для ряда можно записать на языке последовательностей, и, наоборот, каждое утверждение
на языке последовательностей можно записать на языке рядов.

30 . Ряд полностью определяется (задается) каждым своим членом: чтобы знать ряд,
надо знать первый, второй,..., n -ный, то есть знать каждый член этого ряда. Важность
этого утверждения заключается в следующем: сходимость или расходимость ряда зависит
от сходимости или расходимости последовательности, образованной из его частичных сумм,
а значения частичных сумм полностью зависят как от значений членов ряда, так и их
порядка в записи этого ряда.

40 . Многократно использованное выше слово бесконечное множество в применении к
числовому ряду означает счетное множество (как наименьшее бесконечное множество,
содержащееся в любом бесконечном множестве), которое моментально следует из того
обстоятельства, что все члены ряда a1, . . . , an, . . . пронумерованы своими нижними
индексами 1, 2, . . . , n, . . . . «Сумма» значений функции f (x) , заданной на «несчетном»
отрезке [a, b] оформляется в виде интеграла

∫ b
a f (x) dx .

По тем же соображениям, следуя совету И.М.Виноградова (переписано из Стенной
газеты Математического института им. В.А.Стеклова АН СССР):

«Надо пытаться решать важные задачи, не считаясь с их трудностью. Их решения
навсегда войдут в историю науки и принесут людям большую пользу. Так поступали
наши великие предшественники. Не следует увлекаться решением легких и малонужных
задач только потому, что они не требуют больших усилий. Учёные, которые это
делают, могут увлечь на тот же неправильный путь и своих учеников. Выбрав
достойную тему, следует наметить план работы и не оставлять его, пока теплится
хоть малейшая надежда на успех.

Важно знать работы классиков – содержащиеся в них идеи могут оказать решающее
действие на успех собственный» ,
позволим себе обширное цитирование Г.Харди и С.Б.Стечкина [3], лейтмотивом которого
является «Это сейчас тривиально: современному математику и не придет в голову,
что какое-либо соединение математических символов может иметь "смысл" до того,
как ему придан смысл с помощью определения. Но это не было тривиальностью даже
для наиболее выдающихся математиков восемнадцатого века. Определения не были в их
обычае; для них не было естественно говорить: "под Х мы понимаем У". С некоторыми
оговорками, в общем, верно будет сказать, что математики до Коши спрашивали не
"как определить 1 − 1 + 1 − · · · ?", а что есть 1 − 1 + 1 − · · · ?"; и этот склад
мышления приводил их к не нужным затруднениям и спорам, зачастую, по существу,
чисто словесного характера».
2. Долгий путь к правильной постановке задачи приписания «суммы» к

несходящимся числовым рядам. Понятно – это будет подборка цитат.
В Предисловии Редактора перевода книги Годфри Харди «Расходящиеся ряды»

С.Б.Стечкин пишет:
«Пожалуй, ни одна математическая дисциплина не нуждается так в обзорной

монографии, как теория суммирования расходящихся рядов. Посвященная ей журнальная
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литература непрерывно увеличивается и почти необозрима. Некоторые теоремы до
того обросли обобщениями, вариантами и аналогами, что во всем этом лесу трудно
ориентироваться без хорошего путеводителя».

Разумеется, эта история развития теории суммирования числовых рядов весьма полезна
для понимания как, в узком смысле, аналитического аппарата числовых рядов, так и, в
широком смысле, формирования структуры самой математики.

На самом деле, на отдельном примере теории суммируемости описана общая
траектория создания и развития «математической дисциплины»: сначала возникает
идея, затем на ее основе формулируется постановка задачи со всеми сопутствующими
определениями, ценность которой передают (или показывают ее несостоятельность)
их решения в форме теорем в качественных показателях от информативности до
красоты формулировок, которые затем, в контексте Колмогоровского «Нас много» (в
смысле "много" нуждающихся в публикациях), «обрастают обобщениями, вариантами
и аналогами» в «непрерывно увеличивающейся вплоть до необозримости журнальной
литературе» (яркой иллюстрацией чего является критерий вложения Hω

p (0, 1) ⊂
Lν(0, 1) ⇐⇒

∑∞
n=1 n

ν
p
−2
ων
(

1
n

)
< ∞ (1 ≤ p < ν <∞) П.Л.Ульянова как новое

окончательное завершение разработанных задач с продолжениями в большом количестве
журнальных статей, тем не менее с безответными до сих пор естественными вопросами, с
особенностью, когда основатель направления от нее сам сразу же и отошел (подробности
см.в [4])).

С.Б.Стечкин продолжает:
«Сделаем теперь несколько замечаний по поводу истории возникновения и развития

теории суммирования расходящихся рядов. Основоположником теории суммирования
рядов является Леонард Эйлер. Многие математики XVII и XVIII веков (Лейбниц,
Бернулли, Даламбер, Лагранж и др.) долго и безуспешно спорили о том, чему равна
сумма расходящегося ряда. Эйлер первый понял, что задача поставлена не правильно
и что нужно спрашивать: как определить сумму расходящегося ряда? Он пишет: «И
вот я говорю, что вся трудность кроется в названии "сумма". Действительно, если под
"суммой" ряда понимать, как это обычно делается, результат сложения всех его членов,
то нет никакого сомнения, что суммы можно получить только для тех бесконечных
рядов, которые являются сходящимися и дают результаты, тем более близкие к
некоторому определенному значению, чем больше членов складывается. Расходящиеся же
ряды, члены которых не убывают..., вообще не будут иметь никаких определенных сумм,
если только слово "сумма" понимается в смысле результата сложения всех членов.

Этих затруднений и кажущихся противоречий мы совершенно избежим, если мы
припишем слову „сумма" значение, отличное от обычного. А именно, мы скажем,
что сумма некоторого бесконечного ряда есть конечное выражение, из разложения
которого возникает этот ряд... При этом соглашении, если ряд будет сходящимся,
то новое определение слова „сумма" совпадает с обычным, а так как расходящиеся ряды
не имеют никакой суммы в собственном смысле слова, то из этого нового определения
не проистечет никаких неудобств. Приняв это определение, мы сможем сохранить
выгоды пользования расходящимися рядами и в то же время защититься от всяческих
обвинений» (Л. Эйлер, Дифференциальное исчисление, ГИТТЛ, M.-JI., 1949, стр. 101).

Как видно из этой цитаты, точка зрения Эйлера на расходящиеся ряды вполне
современна: расходящиеся ряды не имеют суммы в обычном смысле этого слова, однако
возможно дать новое определение суммы ряда (мы бы сказали: определение метода
суммирования рядов), применимое как ко всем сходящимся рядам, так и к некоторым
расходящимся рядам; при этом от определения нужно потребовать, чтобы для
сходящихся рядов новая сумма совпадала с обычной (мы бы сказали: метод должен быть
регулярным). Что же касается конкретного определения Эйлера "сумма некоторого
бесконечного ряда есть конечное выражение, из разложения которого возникает этот
ряд", то оно еще недостаточно четко и легко могло привести к противоречиям.
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Эти высказывания Эйлера долгое время не были правильно поняты и способствовали
некритическому допущению в анализ расходящихся рядов и основанных на них
рассуждений. Достаточно отметить, что в большом трактате Лакруа по
дифференциальному и интегральному исчислению (начало XIX века) вовсе не фигурирует
понятие сходимости ряда и не излагаются известные к тому времени признаки
сходимости (признак Лейбница, признак Даламбера и признак, который теперь часто
называют интегральным признаком Коши). После произведенного в первой половине XIX
века критического пересмотра основ анализа расходящиеся ряды были почти полностью
изгнаны из математики. Однако они все же встречаются как у Коши, так и в более
позднее время, например у Лагерра.

Современная теория суммирования расходящихся рядов начала бурно развиваться в
конце XIX-начале ХХ века. Этому значительно способствовало то обстоятельство, что
выявились связи этой теории с другими математическими дисциплинами. Так, Чезаро
(1880) ввел свои методы суммирования в связи с рассмотрением задачи о перемножении
рядов; Борель (1895-1901) изучал "метод Бореля" в связи с исследованием аналитического
продолжения функций; наконец, Л. Фейер (1904) показал, какую пользу может принести
теория суммирования рядов теории рядов Фурье. Этот период в основном завершился
выходом в свет первой обзорной монографии Бореля (1901), посвященной расходящимся
рядам. После этого теория расходящихся рядов стала доступной для широкого круга
математиков, и ее развитие больше не останавливалось ».

Теперь обратимся к Годфри Харди:
«Определения сходимости и расходимости относятся теперь к элементам анализа.

Суть этих понятий была известна математикам и до Ньютона и Лейбница
(фактически уже Архимеду); и все выдающиеся математики семнадцатого и
восемнадцатого веков, как бы беззаботно ни обращались они с рядами, достаточно хорошо
знали, сходятся ли употребляемые ими ряды. Но лишь с эпохи Коши определения
сходимости и расходимости стали формулировать явно и в общем виде.

Ньютон и Лейбниц – первые математики, систематически пользовавшиеся
бесконечными рядами, не имели достаточных побуждений к употреблению расходящихся
рядов (хотя Лейбниц изредка касался их). Такие побуждения стали умножаться с
расширением анализа, и вскоре обнаружилось, что расходящиеся ряды полезны и что
некритически выполняемые над ними действия часто приводят к важным результатам,
справедливость которых может быть затем проверена независимым путем».

Далее, Харди пишет:
«Важные примеры применения расходящихся рядов даны Эйлером и другими ранними

аналитиками. Предпошлем этим примерам несколько разрозненных замечаний.
(1) Наиболее ранние аналитики были, в целом, довольно строгими "ортодоксами":

их работа проводилась в арифметическом духе древних греков. Работам Кавальери,
Валлиса, Броункера, Грегори (впервые употребившего слово "сходится") и Меркатора
не хватало не строгости, а техники. В частности, им мешало отсутствие удобных
признаков сходимости. Среди аналитиков Ньютон первый был мастером действительно
мощной техники: он рассматривал бесконечные ряды прежде всего как средство
выполнения квадратур, и ему предстояло в этой области сделать столько, что потеря
ортодоксальности была достаточно возмещена.

(2) До Эйлера расходящиеся ряды встречаются мало, за исключением некоторых
мест в переписке между Лейбницем и братьями Бернулли; эти места оставляют
впечатление, что Лейбниц упустил блестящую возможность. Он был на пути
по крайней мере к одному из принятых теперь определений, но уступил искушению
приправить обсуждение вопроса метафизикой. Сумма ряда 1 − 1 + 1 − · · ·
должна равняться 1

2 на основании «вероятности»: «Этот способ аргументации, хотя
и кажется более метафизическим, чем математическим, всё же надежен; впрочем,
правила истинной метафизики гораздо более употребительны в точных науках, в
анализе, даже в геометрии, чем обычно считают». Такие речи столь выдающегося
математика запутывали людей более слабого интеллекта.
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Даже Эйлер апеллировал к метафизике, когда не умел придумать ничего лучшего: «по
метафизическим основаниям..., которыми спокойно можно пользоваться в анализе».

(5) Математика после Эйлера медленно, но непрерывно развивалась по направлению
к ортодоксальности (от греч. orthodo-xos – правоверный, склонность твердо
придерживаться определенных убеждений, строго соблюдать правила и линию
действий), наконец наложенной на нее Коши, Абелем и их последователями, и
расходящиеся ряды были постепенно изгнаны из анализа и вновь появились там лишь
в самый последний период. Они всегда имели противников, как Даламбер, который
говорил «Что касается меня, то признаюсь, что все рассуждения и вычисления,
основанные на несходящихся рядах... всегда кажутся мне весьма подозрительными, даже
тогда, когда результаты этих рассуждений согласуются с истинами, известными из
других источников» и Лаплас «К иллюзиям я причисляю также применение теории
вероятностей (к суммированию таких рядов, как 1− 1 + 1−· · · ), сделанное Лейбницем и
Даниилом Бернулли» и (в его последние годы) Лагранж; после Коши оппозиция, казалось,
одержала полную победу. Аналитиками, больше всего, после Эйлера, применявшими
расходящиеся ряды, были Фурье и Пуассон (последний- почти современник Коши).

И завершим цитирование Харди его словами о сложности пути познания:
«Задолго до того, как труды выдающихся континентальных аналитиков были поняты

в Англии, работы британских математиков, . . . обнаруживают своеобразное и часто
забавное смешение тонкости в отдельных частностях с некомпетентностью в основных
вопросах».
§2. Задачи П.Л. Ульянова по преобразованиям коэффициентов Фурье
1.Задачи П. Л. Ульянова по преобразованиям коэффициентов

тригонометрических рядов Фурье. Эти задачи сформулированы по содержанию
бесед с П.Л. Ульяновым и, насколько известно, им нигде не публиковались.

Начнем с общей постановки (сразу же сообщим, что определения привлекаемых классов
функций даны в [4–6]).

Пусть даны классы F1 и F2 , составленные из 2π -периодических суммируемых
функций, и пусть для каждого n (n = 0, 1, ...) дано отображение Tn = Tn(a0, ..., an, . . . ) :
R∞ 7→ R1 .

Задача состоит в выяснении условий на классы F1, F2 и на последовательность T ≡
{Tn} , при которых для каждой функции f (x) ∈ F1 с рядом Фурье-Лебега f (x) ∼ a0

2 +∑∞
n=1 an cosnx соответствующий тригонометрический ряд T0

2 +
∑∞

n=1 Tn cosnx есть ряд
Фурье-Лебега некоторой функции Tf из класса F2 .

Требования к выполнению тех или иных свойств к исходным и преобразованным рядам
Фурье проводит к дальнейшим разнообразным содержательным задачам.

Одним из способов задания Tn является матричный способ, когда

T = {cnk}∞k,n=0, Tn =
∞∑
k=0

cnkak. (2.1)

Примеры: преобразования Харди и Беллмана коэффициентов рядов Фурье. Для 2π -
периодической суммируемой функции f(x) (в обозначении f ∈ L(0, 2π) ) положим

an = an (f) =
1

π

∫ π

−π
f (x) cosnxdx (n = 0, 1, 2, ...) и bn = bn (f) =

1

π

∫ π

−π
f (x) sinnxdx (n = 1, 2, ...) .

Харди [7] доказал, что если ряд ( 1 ≤ p < +∞ )

f (x) ∼ a0

2
+
∞∑
n=1

an cosnx

есть ряд Фурье- Лебега функции f ∈ Lp(0, 2π) , то тригонометрический ряд

T0

2
+

∞∑
n=2

Tn cosnx, Tn ≡ Hn :=
a0 + ...+ an

n+ 1
(2.2)
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есть также ряд Фурье-Лебега некоторой функции из Lp(0, 2π) , более того (что есть
дополнительное свойство) выполнены неравенства∥∥∥∥∥H0

2
+

∞∑
n=1

Hn cosnx

∥∥∥∥∥
Lp

≤ c(p)

∥∥∥∥∥a0

2
+

∞∑
n=1

an cosnx

∥∥∥∥∥
Lp

.

Р. Беллман [8] перенес результат Харди на случай

Tn = Bn :=

∞∑
k=n

ak
k

(2.3)

но уже при 1 < p < +∞ .
Аналогичные результаты верны и для преобразований синус-рядов, с заменой косинус-

коэффициентов Фурье an на синус-коэффициенты bn .
Заметим, что преобразования (2.2) и (2.3) выполнены по матрицам cnk = 1

n+1 при
0 ≤ k ≤ n , cnk = 0 при k > n и cnk = 0 при 0 ≤ k ≤ n − 1, cnk = 1

k при
n ≤ k <∞ соответственно, и тем вписываются в схему (2.1), представляя матрицы метода
средних арифметических и транспонированную к ней(соответствующие преобразования
рядов обозначим через TH и TB ).

Конкретизируя F1 и F2 , в сформулированной выше общей постановке получаем
большое количество различных самостоятельных задач (см., напр., [9, с. 243-245]). Вот
некоторые из разработанных:

10 . Условия на T при заданных F1 и F2 – такая задача в случае, когда F1 = F2 = Lp ,
а T - есть матрица (2.1), изучена Юнгом [10],

20 . Условия на F1 и F2 при фиксированном T , в частности, нахождение условий
на модуль непрерывности ω(δ) при которых из f ∈ Hω

p следовало бы Tf ∈ Hω
p (при

ω (δ) = δα, p = +∞, T равном TH и TB – эта задача решена в [11]).
30 . Получение аналога теорем Харди и Беллмана для тех или иных множеств функций

было предметом исследований ряда математиков (см., например, [12–14] ). Так, М.Идзуми
и С. Идзуми [14] в 1968 г. рассмотрели этот вопрос для класса Ap , состоящего из четных
и интегрируемых функций f(t) , со средним значением нуль на периоде, удовлетворяющих
условию ∫ π

0
|f(t)| t−1/qdt <∞

(
1

p
+

1

q
= 1

)
.

40 Изучается случай Tn = λn (см. [15, 16]).
Теперь обратимся к задачам П.Л. Ульянова, чему предпошлем нижеследующие

определения.
Пусть Φ− совокупность четных, конечных, неубывающих и непрерывных на

полупрямой [0,∞) функций, таких что ϕ(0) = 0, ϕ(t) > 0 при t > 0 и lim
t→+∞

ϕ(t) =

ϕ(∞) =∞. Через ϕ(L) будем обозначать множество всех тех измеримых на отрезке [0, 1]

функций f(x), для которых
∫ 1

0 ϕ(f(x))dx <∞ (см. [5]).
Если ϕ(t) удовлетворяет ∆2− условию (т.е. ϕ(2t) = O {ϕ(t)} , t → ∞ ), то класс ϕ(L)

линеен. В общем же случае класс ϕ(L) нелинеен, но его можно пополнить по линейности.
Тогда получим линейное множество ϕ∗(L), снабженное квазинормой

‖f‖ϕ = inf

ε > 0 :

1∫
0

ϕ

(
f(x)

ε

)
dx < ε

 , f ∈ ϕ∗(L).

Сами задачи П.Л.Ульянова следующие:
1) Дано T , для каких функций ϕ(t) и ψ(t) выполнено: из f ∈ ϕ(L) следует Tf ∈

ψ∗(L) .
2) Даны T , модули непрерывности ω(t) и η(t) , числа 1 ≤ p < q ≤ ∞ (L∞ ≡ C) .

При каких неулучшаемых связях между всеми этими параметрами из f ∈ Hω
p следует

Tf ∈ Hη
q .
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3) Дано T (начать с TH и TB ). Найти наибольшее 0 ≤ α ≤ 1 такое,что из f ∈ Lip 1
всегда следует Tf ∈ Lipα .

4) Особый вопрос: всегда ли для f ∈ F ряды a0(f)
2 +

∞∑
n=1

an(f) cosnx и
∞∑
n=1

bn(f) sinnx

ведут себя одинаково?
2. Примеры решений задач П.Л.Ульянова - теоремы Есентай Алшынбаевой.

Для формулировки постановок задач и результатов потребуются классы и пространства
Орлича.

Пусть на [0,+∞) задана непрерывная справа неубывающая функция p(t), такая что

0 = p(0) < p(t), p(t)→ +∞(t→ +∞),

тогда теми же свойствами обладает и обратная (с поправками в виде постоянной в точках
скачков исходной функции) к ней функция (0 ≤ s <∞)

q(s) := sup {t : p(t) ≤ s} .

Следующие функции, определенные на (−∞,+∞) равенствами

M(u) :=

|u|∫
0

p(t)dt и N(ν) :=

|ν|∫
0

q(s)ds

называют дополнительными друг к другу N−функциями.
Для заданной N -функции M(u) классом Орлича LM (0, 2π) ≡ LM называют

множество, составленное из всех измеримых 2π -периодических функций f(x), для каждой
из которых конечен интеграл

2π∫
0

M(f(x))dx,

а пространством Орлича L∗M (0, 2π) ≡ L∗M− множество всех таких же функций f(x), для
которых конечна норма

‖f‖L∗M (0,2π) = sup


2π∫
0

f(x)g(x)dx : g(x) ∈ LN (0, 2π),

2π∫
0

N(g(x))dx ≤ 1

 .

Если M(u) и N(ν) – взаимно дополнительные N -функции, то классы LM и LN и
пространства L∗M и L∗N называют взаимно дополнительными классами и пространствами
Орлича соответственно.

Отметим, что Лебеговы (взаимно сопряженные) пространства Lp(0, 2π) и Lq(0, 2π)
(1 < p < ∞) при 1

p + 1
q = 1 с точностью до постоянного множителя попадают под

определения L∗M и L∗N при p(t) = tθ−1 и q(s) = s
1
θ−1 = sθ

′−1, образуя взаимно

дополнительные пространства Орлича при Mθ(u) = |u|θ
θ и Nθ′(ν) = |ν|θ

′

θ′ (1
θ + 1

θ′ = 1) для
пар θ = p, θ′ = q и θ = q, θ′ = p с нормами

‖f‖Mθ
=
(
θ′
) 1
θ′ ‖f‖Lθ(0,2π) .

П.Л.Ульяновым была поставлена задача о нахождении необходимых и достаточных
условий на функцию M(u) , чтобы пространство L∗M было инвариантным относительно
преобразований TH и TB .

В следующих двух теоремах содержится ответ на этот вопрос.
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Теорема 1 (Е.Алшынбаева [17, 18] ). Пусть дана N -функция M (u) . Тогда для того
чтобы для каждой функции f (x) ∈ L∗M преобразованный ряд

H0

2
+

∞∑
n=1

Hn cosnx

принадлежал L∗M , необходимо и достаточно, чтобы функция M (u) удовлетворяла 42 -
условию.
Теорема 2 (Е.Алшынбаева [17, 18]). Пусть дана N -функция M (u) . Тогда для того

чтобы для каждой функции f (x) ∈ L∗M преобразованный ряд
∞∑
n=1

Bn cosnx

принадлежал L∗M , достаточно, чтобы функция N (u) , дополнительная к M (u) ,
удовлетворяла 42 -условию; это условие является также и необходимым, если только
и lnu ≤ cM (u) при некоторой постоянной c > 0 и всех u ≥ u0 > 0 .

Отметим, что приведенные выше теоремы Харди и Беллмана содержатся соответственно
в теоремах 1 и 2.
Теорема 3 (Е.Алшынбаева [17, 18] ). Пусть ϕ (u) — неотрицательная неубывающая

функция, определенная на [1,+∞) и удовлетворяющая условию∫ ∞
u

ϕ (t)

t2
dt = O

(
ϕ (u)

u

)
, u→∞.

Пусть суммируемая на (0, π) функция f (x) удовлетворяет условию∫ π

0
|f |ϕ

(
1

t

)
dt <∞.

Тогда ряд
H0

2
+

∞∑
n=1

Hn cosnx (2.4)

является рядом Фурье некоторой функции F (x) из Lϕ (L) .
Из этой теоремы при ϕ(t) = lnt вытекает
Следствие. Если |f | ln 1

|x| ∈ L , то F (x) ∈ Lln+L , т.е. все преобразованные ряды

Фурье функций из класса
{
f : |f | ln 1

|x| ∈ L
}

лежат в лучшем классе Lln+L в том
смысле, что имеет место строгое включение

Lln+L ⊂
{
f : |f(x)| ln 1

|x|
∈ L

}
.

Рассмотрим функциональные классы A(M) , являющиеся обобщением классов Ap .
Пусть дана N -функция M (u) . Тогда A(M) определяется как множество всех тех
суммируемых на (0, π) функций f (x) , для каждой из которых выполнено неравенство∫ π

0
|f(x)|N−1

(
1

x

)
dx <∞

где N (u) – дополнительная, а N−1 (u) – обратная к N (u) функции.
Тогда справедлива
Теорема 4 (Е.Алшынбаева [17, 18].) Если f (x) ∈ A(M) , где M (u) удовлетворяет

∆2− условию, то ряд (2.4) является рядом Фурье из L∗M . Если, кроме того, N−1 (u)
удовлетворяет условию ∫ ∞

u

N−1 (t)

t2
dt = O

(
N−1 (u)

u2

)
, u→∞,

то ряд (2.4) является рядом Фурье некоторой функции из класса L∗M
⋂
A(M).
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При M (u) = |u|p
p , p > 1 из этой теоремы следуют приведенные выше результаты М.

Идзуми и С. Идзуми.
Утверждения теорем 1-4 справедливы и для рядов по синусам.
3. Восстановление функций методом средних переменного порядка рядов

Фурье. Рассмотрим задачу о восстановлении функции f последовательностью (m =
1, 2, ...)

σm (x) =
∞∑
k=0

amkSlk(x; f),

где Slk(x; ; f) -частичные суммы ряда Фурье, а матрица A = ‖amk‖∞m,k=0 определяет
регулярный метод суммирования , т.е., согласно критерию Теплица, выполнены
следующие три условия:

1. limm→∞ amk = 0 (k = 0, 1, . . . ) ,
2. Если Am =

∑m
k=0 amk , то limm→∞Am = 1,

3. Если Km =
∑m

k=0 |amk| , то Km ≤ C (m = 1, 2, . . . ) для некоторого c > 0 .

Задача. Большое разнообразие постановок задач в теории суммирования рядов можно
получить заменой обычных средних (Чезаро, Рисса и т.п.) на средние переменного порядка,
определение которых в случае чезаровских средних, как сказано в [19], принадлежит Д.Е.
Меньшову: Пусть

σδn =

∑n
k=0

(
δ + n− k − 1

n− k

)
Sk(

δ + n
n

) ,

а {δn} , δn > −1 есть некоторая числовая последовательность. Тогда если σδnn →
S (n→ +∞) , то говорят, что последовательность {Sn}∞n=0 или ряд u0 + u1 + · · · с
частичными суммами Sn , суммируется методом (C, {δn} ) к значению S .
4. Методы суммирования тригонометрических рядов Фурье в К(В)П-

задачах как еще одно подтверждение "‘Современная теория суммирования расходящихся
рядов начала бурно развиваться в конце XIX-начале ХХ века. Этому значительно
способствовало то обстоятельство, что выявились связи этой теории с другими
математическими дисциплинами"’ (из п.2, §1).

Мощный аппарат гармонического анализа эффективным образом проявляется в самых
разных задачах математики и во всевозможных применениях. К таковым относятся
и задачи восстановления, вынесенные в программу “Компьютерный (вычислительный)
поперечник (в сокращении – К(В)П)”.

Именно, в части К(В)П-2 и К(В)П-3 в случае числовой информации о
периодической суммируемой функции f(x) , поставляемой линейными функционалами
–тригонометирическими коэффициентами Фурье-Лебега

f̂(m) =

∫
[0,1]s

f(x)e−2π(m,x)dx (m ∈ Zs) .

В подробном изложении (все обозначения и определения из [20] ):
При заданных T, F, Y,DN (фиксированных всюду по последующему контексту):
К(В)П-1: Находится порядок � δN (0;DN )Y ≡ δN (0;T ;F ;DN )Y , – информативная

мощность набора вычислительных агрегатов DN ≡ DN (F )Y с построением конкретного
вычислительного агрегата

(
l
(N)

, ϕ̄N

)
из DN ≡ DN (F )Y , поддерживающего порядок �

δN (0;DN )Y
- это общая часть, далее конкретизация по lτ (f) = f̂(m(τ)) (τ = 1, ..., N) , l(N) =(
f̂(m(1)), ..., f̂(m(N))

)
.
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К(В)П-2: В предположении, что существует вычислительный агрегат(
l
(N)

, ϕ̄N

)
≡ ϕN (f̂(m(1)), . . . , f̂(m(N)), x) по тригонометрическим коэффициентам

Фурье, осуществляющий оценку сверху в К(В)П-1, исследуется задача существования
и нахождения последовательности ε̃N ≡ ε̃N

(
DN ;

(
l
(N)

, ϕ̄N

))
Y
≡

(
ε̃

(1)
N , ..., ε̃

(N)
N

)
с

неотрицательными компонентами – К(В)П-2-предельной погрешности (соответствующей
оптимальному вычислительному агрегату

(
l
(N)

, ϕ̄N

)
по тригонометрическим

коэффициентам Фурье) такой, что δN (0;DN )Y � δN

(
ε̃N ;

(
l
(N)

, ϕ̄N

))
Y

≡

sup
{
‖Tf ( · )− ϕ̄N (z1, ..., zN ; ·)‖Y : f ∈ F,

∣∣l̄τ (f)− zτ
∣∣ ≤ ε̃(τ)

N (τ = 1, ..., N)
}
,

с одновременным выполнением

∀ηN ↑ +∞(0 < ηN < ηN+1, ηN → +∞) : lim
N→+∞

δN

(
ηN ε̃N ;

(
l
(N)

, ϕ̄N

))
Y
/δN (0;DN )Y = +∞.

К(В)П-3: Устанавливается массивность предельной погрешности ε̃N

(
DN ;

(
l
(N)

, ϕ̄N

))
Y
:

находится как можно большое множество MN

(
l
(N)

, ϕ̄N

)
из DN , составленного из

вычислительных агрегатов
(
l(N), ϕN

)
вида ϕN

(
f̂(m(1)), ..., f̂(m(N)); ·

)
, таких, что для

каждого из них выполнено

∀ηN ↑ +∞(0 < ηN < ηN+1, ηN → +∞) : lim
N→+∞

δN

(
ηN ε̃N ;

(
l(N), ϕN

))
Y
/δN (0;DN )Y = +∞.

Применения теории суммирования тригонометрических рядов Фурье в К(В)П-теории
заключаются в использовании чаще всего средних Валле-Пуссена (но не Фейера!) в К(В)П-
2 и критериев типа С.М.Никольского [21] в К(В)П-3.

В заключение отметим, что практическое применение каждого вычислительного
агрегата из К(В)П-2 и -3 осуществляется через построение физического прибора для
измерений цифровой информации l1(f), ..., lN (f) на классе F с точностью ε̄N (понятно,
что чем больше εN , тем прибор проще в техническом исполнении и дешеве в эксплутации)
и через программное обеспечение ϕ̄N – алгоритма для компьютерных вычислений.
§3. Абсолютная сходимость ортогональных рядов Фурье – предельный

случай от Спандияра Даркенбаева
1.Абсолютная сходимость тригонометрических рядов Фурье. В теории

тригонометрических рядов связь между гладкостью функции и абсолютной сходимостью
ее ряда Фурье изучалась в работах ряда авторов (см., напр., [9, глава IX], [22], [23]).

Одной из первых в этом направлении была
Теорема А. Если функция f (x) ∈ Lipα и α > 1

2 , то ряд из коэффициентов Фурье
∞∑
k=0

|an|+ |bn| (3.1)

сходится. При α = 1/2 абсолютная сходимость может не иметь места.
Достаточная часть следует из одного общего результата Фредгольма [24] (см. также [23]),

в приведенной формулировке установлена C.Н.Бернштейном [25, с. 217 и 534]. Затем
С.Н.Бернштейн доказал критерий сходимости ряда (3.1) для функций из классов E∞(λ) и
Hω
∞(λ) при некоторых ограничениях на ω , которые потом были сняты С. Б. Стечкиным

[26] ; сам же критерий заключается в сходимости ряда
∑∞

n=1
1√
n
ω( 1

n) .
Эта задача имела продолжение в следующей постановке: при какой неулучшаемой связи

между числом p, последовательностью λ ≡ {λn} (модулем непрерывности ω(δ) ), числами
γ (γ ≥ −1) и β (β > 0) для каждой функции f ∈ Ep (λ)

(
f ∈ Hω

p

)
сходится ряд

∞∑
k=0

nγ
(
|an|β + |bn|β

)
, (3.2)

где an и bn соответственно косинус и синус- коэффициенты Фурье-Лебега функции f(x) ?
Справедлива
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Теорема В. Пусть 1 ≤ p ≤ 2, 0 < β ≤ 1, ν = p/ (p− 1) , γ − β/ν > −1 и ω (δ)
- модуль непрерывности. Тогда для того чтобы ряд (3.2) сходился для каждой функции
f ∈ Hω

p необходимо и достаточно выполнение неравенства
∞∑
k=0

nγ−
β
ν ωβ

(
1

n

)
< +∞. (3.3)

При γ = 0, ω (δ) = δα достаточная часть этой теоремы следует из общей теоремы в [24],
необходимость доказана О. Сасом [27], в приведенной формулировке - А. А. Конюшковым
[28].

Как можно заметить, приведенные утверждения получены при условии γ − β/ν > −1
(см. также [29]), случай γ − β/ν = −1 содержателен, но не был изучен.

Следующая теорема относится к этому неисследованному случаю.
Теорема 1 (С. Даркенбаев [32]). Пусть 1 < p ≤ 2, 0 < β ≤ p, ( ν = p/ (p− 1) ), γ =

β/ν − 1 и λ ≡ {λn}∞n=1 - последовательность положительных чисел, убывающая к нулю.
Тогда для того чтобы для каждой функции f ∈ Ep (λ) ряд (3.2) сходился, достаточно, а
в случае, когда

λn = O (λn2) (3.4)
и необходимо, чтобы

∞∑
n=2

1

n(lnn )βp
λβn < +∞. (3.5)

Отметим, что ограничение (3.4) с сохранением формулировки теоремы снято А. Ж..
Аскаровой [31]
Замечание. Условие (3.5) принципиально отличается от соответствующего условия

(3.3) и перекликается с эффектами в теоремах вложения классов Hω
p в пространства

Лоренца (см. [4]), повторяя, со своей спецификой, обнаруженные там особенности в
решениях поставленных задач по абсолютной сходимости тригонометрических рядов
Фурье.

Таким образом, в задаче, как говорят, с «респектабельной» историей, выявлен новый
эффект.

Аналогичные результаты, относящиеся к сходимости рядов типа (3.2) со взвешенными
коэффициентами Фурье по системе Уолша в нумерации Пэли и по периодической
мультипликативной системе Прайса получены С.З.Даркенбаевым в [32].
2. Абсолютная сходимость рядов из коэффициентов Фурье по

мультипликативным системам.
Обозначим через Ψ = {ψk(x)}∞k=0 одну из следующих систем: систему Уолша в

нумерации Пэли W = {wk(x)}∞k=0 [33, с. 9–25] и периодическую мультипликативную
систему Прайса Φ(pn) = {ϕk(x)}∞k=0 [34, с. 68-69]. Наилучшее приближение функции
f ∈ Lp полиномами по системе Ψ порядка не выше n будем обозначать E

(p)
n (f)Ψ . Пусть

1 ≤ p < ∞ и λ ≡ {λn} –последовательность положительных чисел текея, что λn ↓ 0 при
n ↑ ∞ .

Положим
Ep(λ,Ψ) ≡ {f ∈ Lp[0, 1] : E(p)

n (f)Ψ = O(λn)},
Hω
p (Ψ) ≡ {f ∈ Lp[0, 1] : ωp (δ, f)Ψ = O(ω(δ))},

где ωp (δ, f)Ψ = sup
0≤h<δ

∥∥∥f( ˙x+ h)− f(x)
∥∥∥
p

– модуль непрерывности (в Lp ) функции f(x)

(определение ˙x+ h см. в [34]).
Изучается задача об условиях сходимости рядов

∞∑
n=1

nγ |cn(f)|β (β > 0, γ ≥ −1), (3.6)

составленных из всех коэффициентов Фурье–Лебега cn(f) по системе Ψ функций f(x)
из классов Hω

p (Ψ) и Ep(λ,Ψ).

Bulletin of L.N. Gumilyov ENU. Mathematics. Computer science. Mechanics series, 2019, Vol. 127, №2

19



Преобразования и абсолютная сходимость тригонометрических рядов Фурье

Задача (3.6) относительно системы Уолша исследовалась в работах K. Yoneda [35]. С.Л.
Блюмина и Б.Д. Котляра [36], J.R. Mclaughlin [37], N.G. Fine [38] C.W. Onneveer [39] и др.

Как по тригонометрической системе, так и по системе Уолша задача (3.6) изучалась в
предположении

γ − β

q
> −1

(
q =

p

p− 1

)
. (3.7)

Для системы Уолша справедлив следующий аналог теоремы 1.
Теорема 2 Пусть 1 < p ≤ 2, 0 < β < p, γ = β

q − 1
(
q = p

p−1

)
и λ ≡ {}∞n=1 –

последовательность положительных чисел такая, что λn ↓ 0 при n ↑ ∞ . Тогда если
∞∑
n=1

n−β/pλβ2n < +∞,

то для каждой функции f ∈ Ep(λ,W ) ряд (3.6) сходится.
Теорема 3 Пусть 1 < p ≤ 2, 0 < β < p, γ = β

q − 1
(
q = p

p−1

)
и пусть

последовательность λn такова, что

λn > 0, λn ↓ 0, λn = O(λn2),

∞∑
n=1

n
−β
p λβ2n = +∞.

Тогда существует функция f(x) ∈ Ep(λ,W ) , для которой ряд (3.6) расходится.
Теперь перейдем к рядам по системе Φ(pn)(pn ≥ 2) . Известны следующие результаты.
Теорема A [40] Пусть 2 ≤ lim

n→∞
pn < +∞, 1 < p ≤ 2, 0 < β < q, γ > β

q − 1
(
q = p

p−1

)
.

Тогда условие
∞∑
k=0

m
1+1−β

q

k ωβk (f)p < +∞.

влечет сходимость ряда (3.6).
Теорема В [41] Пусть q = p

p−1 , lim
n→∞

pn = +∞, 0 < β < q, 1 < p ≤ 2, γ = 0 . Если
f(x) ∈ Lp[0, 1] и

∞∑
k=0

m
1−β

q

k+1 ω
β
k (f)p < +∞,

то сходится ряд (3.6).
Как можно заметить, приведенные теоремы получены при условиях

γ − β

q
> −1, 2 ≤ lim

n→∞
pn < +∞(или lim

n→∞
pn = +∞),

а для случаев

γ − β

q
= −1, 2 ≤ lim

n→∞
pn < +∞(или lim

n→∞
pn = +∞)

вопрос о нахождении необходимых и достаточных условий сходимости ряда (3.6) для
классов Ep(λ) и Hω

p по системе Φ(pn) оставался открытым.
Нами получены следующие результаты.
Теорема 4 Пусть 2 ≤ lim

n→∞
pn < +∞, 1 < p ≤ 2, 0 < β < p, γ = β

q −1
(
q = p

p−1

)
и λ ≡ λn

– последовательность положительных чисел такая, что λn ↓ 0 при n ↑ ∞ . Тогда если
∞∑
n=0

m
1−β

p
n λβ2mn < +∞,

то для каждой функции f(x) ∈ Ep(λ,Φ) ряд (3.6) сходиться.
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Теорема 5 Пусть 2 ≤ lim
n→∞

pn < +∞, 1 < p ≤ 2, 0 < β < p, γ = β
q − 1

(
q = p

p−1

)
и пусть

последовательность {λn} такова, что

λn > 0, λn ↓ 0, λn = O(λnc)(c > 2),

∞∑
n=0

m
1−β

p
n λβ2mn = +∞.

Тогда существует функции f ∈ Ep(λ,Φ) , для которой ряд (3.6) рассходится.
Теорема 6 Пусть lim

n→∞
pn = +∞, 1 < p ≤ 2, 0 < β < p, γ = β

q − 1
(
q = p

p−1

)
и λ ≡ {λn}

последовательность положиельных чисел такая, что λn ↓ 0 при n ↑ ∞ . Тогда если
∞∑
n=2

1

n(lnn)β/p
· λβn < +∞,

то для каждой функции f ∈ Ep(λ,Φ) ряд (3.6) сходится.
Задачи. 1. В случае тригонометрической системы для классов Hω

p и Ep(λ) было бы
небесполезно выяснить существо дела при оставшихся значениях и соотношениях между
параметрами p, β и γ в одномерном случае, а также и в случае многомерном.

2. Рассмотрение сходимости рядов из коэффициентов Фурье по различным
ортогональным системам дает неограниченное количество задач.

Исходным для ориентировки в этом круге задач может служить статья П.Л.Ульянова
[42] о сходимости ряда ∑

n

ω (|cn (f)|) τ(n),

где модуль непрерывности ω (δ) (ω (δ) = 0 , ω (δ) 6= 0 при 0 < δ < ∞ ) удовлетворяет
условию ω (δη) ≤ bω (δ)ω (η) при всех 0 ≤ δ ≤ η < ∞ для некоторого b ≥ 1 ,
положительная последовательность {τ (n)} удовлетворяет условию τ (m+ n) ≤ b1τ (m) ·
τ (n) при всех n и m и некотором b1 > 0 , а cn (f) -коэффициенты Фурье функции f(x)
по заданной ортогональной системе.

3. Было бы, вероятно, небезынтересно рассмотреть в этой постановке и другие классы,
например, обобщенные классы Никольского – Бесова Bω

p,θ .
4. В. Н. Темляковым [43] задача об абсолютной сходимости изучалась в следующей

ослабленной форме (когда отдельный коэффициент Фурье заменяется на симметричный
«кусок» ряда Фурье с расчетом на интерференцию внутри «куска»): при каких условиях
на класс функций F ⊂ C(0, 2π) и последовательность 0 = m0 < m1 < · · · < mk < · · · для
каждой функции f(x) ∈ F ряд

∞∑
k=0

mβ
k

∣∣∣∣∣∣
∑

n: mk≤|n|<mk+1

f̂ (n) einx

∣∣∣∣∣∣
r

, f̂ (n) =

∫ 1

0
f (x) e−inxdx

сходится равномерно по x ?
Им же получен утвердительный ответ для класса F = Lipα, 0 < α < 1, τ = 1,

β + γ < α и последовательности {mk} , mk+1 −mk ≥ cm1−2γ
k ( c > 0 ).

Можно изучать и другие классы, напр., F = Hω
∞, .

§4. Критерии интегрируемости высших производных
Функция f(x) , по определению, равномерно непрерывна на отрезке [a, b] , если для

всякого ε > 0 найдется δ(ε) > 0 такое, что если a ≤ x < y ≤ b, 0 ≤ y − x ≤ δ(ε) ,
то |f (x)− f(y)| < ε .

Если же для всякого ε > 0 найдется δ(ε) > 0 такое, что для любой системы a ≤ x1 <
y1 ≤ · · ·xn < yn ≤ b с любым n (n = 1, 2, . . . ) выполнение неравенства

∑n
k=1 (yk − xk) ≤

δ(ε) влечет неравенство
∑n

k=1 |f(xk)− f(yk)| ≤ ε , то функцию f(x) называют абсолютно
(равномерно) непрерывной на [a, b] .

Имеет место
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Теорема Ф.Рисса [44] . Пусть f(x) - абсолютно непрерывная на [0, 1] функция.
Тогда для того чтобы производная f ′(x) принадлежала классу Lp (0, 1) (1 < p < +∞) ,
необходимо и достаточно, чтобы

sup

{
n∑
k=1

∣∣f(xk)− f(xk−1)
∣∣p · (xk − xk−1)−(p−1) : 0 = x0 < x1 < · · · < xn = 1

}
<∞.

Доказанная в 1910 году, эта теорема впоследствии обобщалась в двух направлениях -
переход к высшим производным и переход к более общим классам интегрируемых функций

ϕ(L) ≡
{
f ∈ L (0, 1) :

∫ 1

0
ϕ (|f (x)|) dx < +∞

}
,

где t ≤ ϕ(t) - возрастающая на [0,+∞) функция.
Именно, были найдены неулучшаемые условия на разности

f (x0, x1) = (f (x1)− f (x0)) (x1 − x0)−1, . . . ,

f (x0, x1, . . . , xm) = (f (x1, . . . , xm)− f (x0, . . . , xm−1)) (xm − x0)−1

(m = 2, 3, ...; 0 ≤ x0 < x1 < · · · < xm ≤ 2π) , обеспечивающие включение f (m−1) ∈ AC
(где AC есть пространство абсолютно непрерывных функций) и f (m) ∈ ϕ(L) :

Ю.Т. Медведев [45]: m = ϕ (t) – любое,
I.J.Schoenberg [46]: m = 1, 2, ...; p = 2 ,
J.W.Jerome, L.L.Schumaker [47]: m = 1, 2, ...; 1 < p < +∞ ,
Ю.А. Брудный [48]: m= 1, 2,...; ϕ (2t) = O (ϕ (t)) .
Имеет место следующая общая теорема.
Теорема (Н.Темиргалиев [49] ). Пусть - ϕ (t) четная, непрерывная, выпуклая,

неубывающая при t ≥ 0 функция и такая, что ϕ (0) = 0 и ϕ (t) /t→ +∞ при t→ +∞ , а
m произвольное целое положительное число. Тогда, если для 2π - периодической функции
f(x) выполнено неравенство

n−1∑
i=0

ϕ(m!f (xi, . . . , xi+m))(xi+m − xi) ≤ C (4.1)

где не зависит от n (n = 1, 2, ...) и от разбиения 0 ≤ x0 < x1 < · · · < xn+m−1 ≤ 4π , то

f (x) ∈
0

Hm
ϕ ≡

{
f : f (m−1) ∈ AC, f (m) ∈ ϕ (L) , f (l) (0) = f (l) (2π) , (l = 0, 1, ..., m− 1)

}
.

Обратно, если функция mf (x) ∈
0
Hm
ϕ , где ϕ (t) -четная, выпуклая, неубывающая при

t ≥ 0 функция и ϕ (0) = 0 , то для функции f(x) справедливо (4.1).
Следствие. Пусть ϕ (t) - четная, непрерывная, выпуклая, неубывающая при t ≥ 0

функция и такая, что ϕ (0) = 0 и ϕ (t) /t → +∞ при t → +∞ , а m - произвольное
целое положительное число. Если, кроме того, ϕ (t) такова, что ϕ (2t) = O (ϕ (t)) при
t→ +∞ , то для каждой 2π - периодической функции f(x) имеем

f ∈
◦
Hm
ϕ ⇔

n−1∑
i=0

ϕ(f(xi, ..., xi+m)) (xi+m − xi) ≤ C,

где не зависит от n (n = 1, 2, ...) и от разбиения 0 ≤ x0 < x1 < · · · < xn+m−1 ≤ 4π ,

т.е. требование f ∈
◦
Hm
ϕ эквивалентно выполнению неравенства
n−1∑
i=0

ϕ(f(xi, ..., xi+m)) (xi+m − xi) ≤ C = const.

Отметим, что фигурирующая в теореме М. Рисса 1910 года множество функций
есть ничто иное, как то, что в современном звучании есть пространство Соболева
W 1
p [0, 1] . Сказанное есть еще одно свидетельство того, что называют "надежностью

математической номенклатуры".
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Задача. Вероятно, было бы небезынтересно получить аналоги приведенных здесь теорем
в многомерном случае.
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Тригонометриялық Фурье қатарларының түрлендiрулерi мен абсолюттi жинақталуы

Аннотация: Мақалада тригонометриялық Фурье қатарларының түрлендiрулерi мен абсолюттi жинақталу
мәселелерi қарастырылған. Және де осы зерттеулердi ары қарай жалғастыру қойылымдары, солардың iшiнде
П.Л. Ульяновтың да қойылымдары келтiрiлген.

Түйiн сөздер: Орлич кеңiстiктерi, Фурье қатарларының түрлендiрулерi, абсолюттi жинақталу, шектiк жағдай.
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Transformation and Absolute Convergence of Trigonometric Fourier Series

Abstract: The article is devoted to the problems of the theory of summability and absolute convergence of trigonometric
Fourier series with the formulation of problems belonging to P.L. Ulyanov, in the context of the further development of
these areas of research.
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