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Структура амальгамированного свободного произведения группы ручных
автоморфизмов свободной алгебры Новикова ранга 2

Аннотация: Статья посвящена описанию группы ручных автоморфизмов свободной
алгебры Новикова от двух порождающих над полем нулевой характеристики. Используя
представление свободных алгебр Новикова через алгебры дифференциальных многочленов
исследованы некоторые свойства базисных слов. Также доказано, что группа
ручных автоморфизмов свободной алгебры Новикова ранга два над полем нулевой
характеристики допускает структуру амальгамированного свободного произведения групп
аффинных автоморфизмов Af2(A) и треугольных автоморфизмов Tr2(A) с объединенной
подгруппой Af2(A) ∩ Tr2(A) .
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1. Введение

Хорошо известно, что автоморфизмы алгебры многочленов k[x, y] являются ручными
[1, 2]. Более того, группа автоморфизмов Aut(k[x, y]) этой алгебры допускает структуру
амальгамированного свободного произведения [2,3], т.е.

Aut(k[x, y]) = A ∗C B,
где A – подгруппа аффинных автоморфизмов, B – подгруппа треугольных
автоморфизмов и C = A∩B . Аналогичные результаты также имеют место для свободных
ассоциативных алгебр [4,5], свободных алгебр Пуассона над полем нулевой характеристики
[6] и свободных правосимметричных алгебр [7]. Также доказано, что группа ручных
автоморфизмов алгебры дифференциальных многочленов k{x, y} допускает структуру
амальгамированного свободного произведения [8].

Неассоциативная алгебра A = (A, ?) называется (левой) алгеброй Новикова, если A
удовлетворяет следующим тождествам:

(a ? b) ? c− a ? (b ? c) = (b ? a) ? c− b ? (a ? c), (a ? b) ? c = (a ? c) ? b,

для любого a, b, c ∈ A .
С.И. Гельфанд и И.Я. Дорфман в работе [8] показали, что дифференциальная

коммутативная ассоциативная алгебра с дифференцированием θ относительно умножения
a ? b = a(θb) становится алгеброй Новикова. В работах [9,10] построены базисы свободных
алгебр Новикова. Теорема о свободе для алгебр Новикова доказана в [11].

В работе [10] свободные алгебры Новикова представлены через обыкновенные алгебры
дифференциальных многочленов с помощью умножения a ? b = a(θb) . В работе [12]
доказано, что такое представление имеет место и для несвободных алгебр Новикова.

В настоящей работе доказывается, что группа ручных автоморфизмов свободной
алгебры Новикова ранга два допускает структуру амальгамированного свободного
произведения. Отметим, что вопрос о ручных и диких автоморфизмах для алгебр Новикова
от двух переменных остается открытым.

Статья организована следующим образом. В разделе 2 используя представление
свободных алгебр Новикова через алгебры дифференциальных многочленов исследованы
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некоторые свойства базисных слов. Раздел 3 посвящен представлению группы ручных
автоморфизмов свободной алгебры Новикова ранга два над полем нулевой характеристики
в виде амальгамированного свободного произведения.

2. Базис свободной алгебры Новикова

Пусть R – произвольное коммутативное кольцо с единицей. Отображение d : R → R
называется дифференцированием, если для всех s, t ∈ R выполняются условия

d(s+ t) = d(s) + d(t), d(st) = d(s)t+ sd(t).

Пусть ∆ = {δ1, . . . , δm} – основное множество дифференциальных операторов.
Кольцо R называется дифференциальным кольцом или ∆ -кольцом, если δ1, . . . , δm

являются коммутирующими дифференцированиями кольца R , т.е. δi : R → R –
дифференцирования и δiδj = δjδi для всех i, j .

Пусть Θ – свободный коммутативный моноид на множестве дифференциальных
операторов ∆ = {δ1, . . . , δm} . Элементы θ = δi11 . . . δimm моноида Θ называются
производными операторами.

Пусть R – произвольное дифференциальное кольцо и пусть X = {x1, . . . , xn} –
множество символов. Рассмотрим множество символов XΘ = {xθi |1 ≤ i ≤ n, θ ∈ Θ} и
алгебру многочленов R[XΘ] на множестве символов XΘ . Полагая δi(x

θ
j) = xθδij для всех

1 ≤ i ≤ m , 1 ≤ j ≤ n , θ ∈ Θ , превратим алгебру R[XΘ] в дифференциальную алгебру.
Дифференциальная алгебра R[XΘ] обозначается через R{X} и называется алгеброй
дифференциальных многочленов над кольцом R от множества переменных X [13].

Пусть M – свободный коммутативный моноид от множества переменных xθi , где 1 ≤
i ≤ n и θ ∈ Θ . Элементы M назовем также дифференциальными мономами в алфавите
X . Дифференциальные мономы образуют базис алгебры R{x1, x2, . . . , xn} , т.е. любой
элемент a ∈ R{x1, x2, . . . , xn} однозначно записывается в виде

a =
∑
u∈M

ruu

с конечным числом ненулевых ru ∈ R .
Пусть k{x1, . . . , xn} – алгебра дифференциальных многочленов над полем k

характеристики 0 от переменных x1, . . . , xn с одним дифференцированием δ . Для
удобства записи производные aδ, aδ

2
, aδ

s обозначим через a′, a′′, a(s) , соответственно.
Положим X = {x1, . . . , xn} и через Xδ обозначим множество всех символов вида x

(r)
i ,

где 1 ≤ i ≤ n , r ∈ Z+ . Для любого x
(r)
i , x

(s)
j ∈ Xδ будем считать, что x

(r)
i > x

(s)
j , если

i < j или если i = j , r > s . Множество M всех дифференциальных мономов вида

u = x
(s1)
i1

x
(s2)
i2

. . . x
(st)
it

,

где t ≥ 0 , x(sj)
ij
∈ Xδ для всех 1 ≤ j ≤ t и x

(s1)
i1
≥ x

(s2)
i2
≥ . . . ≥ x

(st)
it

, образует линейный
базис алгебры k{x1, . . . , xn} .

Для любого x
(r)
i ∈ Xδ положим

deg(x
(r)
i ) = 1, d(x

(r)
i ) = r,

где 1 ≤ i ≤ n . Если u = a1 . . . as ∈M , где a1, . . . , as ∈ Xδ , то положим

deg(u) = deg(a1) + . . .+ deg(as), d(u) = d(a1) + . . .+ d(as),

т.е. через deg(u) обозначим стандартную функцию степени монома u по переменным
x1, . . . , xn , а через d(u) обозначим дифференциальную степень монома u по
дифференцированию δ .

На алгебре дифференциальных многочленов k{x1, . . . , xn} введем новую операцию ?
полагая

f ? g = fg′, f, g ∈ k{x1, . . . , xn}.
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Легко проверить, что алгебра k{x1, . . . , xn} с новой операцией ? становится алгеброй
Новикова. Через N0 〈x1, . . . , xn〉 обозначим подалгебру этой алгебры порожденную
элементами x1, . . . , xn . В [9] доказано, что в случае полей нулевой характеристики
N0 〈x1, . . . , xn〉 является свободной алгеброй Новикова от переменных x1, . . . , xn без
единицы.

В работе [14] была описана структура пространства N0 〈x1, . . . , xn〉 в терминах
дифференциальных мономов.

Предложение 1. [14] Множество всех дифференциальных мономов u ∈ M с условием
deg(u)− d(u) = 1 представляет базис свободной алгебры Новикова N0 〈x1, . . . , xn〉 .

Через N 〈x1, . . . , xn〉 = k ⊕ N0 〈x1, . . . , xn〉 = N0 〈x1, . . . , xn〉# обозначим алгебру
полученную из N0 〈x1, . . . , xn〉 формальным присоединением единицы. Тогда
N 〈x1, . . . , xn〉 является свободной алгеброй Новикова от переменных x1, . . . , xn с
единицей. Ниже всюду используется данное представление свободной алгебры Новикова.

Пусть u, v – базисные слова алгебры k{x1, x2} . Будем считать, что u < v , если
deg(u) < deg(v) или deg(u) = deg(v) и u < v относительно лексикографического порядка
на Xδ , т.е. если u = u1u2 . . . us , v = v1v2 . . . vs , где ui, vj ∈ Xδ для всех i, j , то найдется
1 ≤ p ≤ s такой, что u1 = v1, . . . , up−1 = vp−1, up < vp .

Пусть u, v – базисные слова алгебры N 〈x1, x2〉 . Будем считать, что u < v , если u < v
в алгебре k{x1, x2} .

Каждый ненулевой элемент f ∈ k{x1, x2} единственным образом представляется в виде

f = λ1f1 + λ2f2 + . . .+ λmfm,

где fi – базисные элементы алгебры k{x1, x2} , 0 6= λi ∈ k для всех i и f1 > f2 > . . . > fm .
Слово f1 называется старшим словом элемента f и обозначается через f .

Лемма 1. Пусть u, v ∈ Xδ . Если u < v , то u(r) < v(r) .

Доказательство. Пусть u = x
(s)
i , v = x

(t)
j . Так как u < v , то или i = 2, j = 1 или же

i = j, s < t . Учитывая это, несложно заметить, что u(r) = x
(s+r)
i < v(r) = x

(t+r)
j .

Лемма 2. Пусть u, v – базисные слова алгебры k{x1, x2} . Тогда справедливы следующие
утверждения:

(i) если u = u1u2 . . . us , где ui ∈ Xδ для всех 1 ≤ i ≤ s , то u(r) = u
(r)
1 u2 . . . us ;

(ii) если u < v , то u(r) < v(r) .

Доказательство. Докажем утверждения леммы индукцией по r . Пусть r = 1 . По
правилу Лейбница

u′ = u′1u2 . . . us + u1u
′
2 . . . us + . . .+ u1u2 . . . u

′
s = u(1) + u(2) + . . .+ u(s).

Так как deg(u(1)) = deg(u(2)) = . . . = deg(u(s)) будем сравнивать u(1), u(2), . . . , u(s)

лексикографически. Пусть u1 = u2 = . . . = uk > uk+1 ≥ . . . ≥ us , т.е. u = uk1uk+1 . . . us ,
где 1 ≤ k ≤ s , тогда

u′ = ku′1u
k−1
1 uk+1 . . . us + u(k+1) + . . .+ u(s).

Учитывая, что u′1 > u1 , по лемме 1 имеем u′1u
k−1
1 uk+1 . . . us > u(k+1) ≥ . . . ≥ u(s) , т.е.

u′ = u′1u2 . . . us .
Теперь проверим справедливость утверждение (ii) при r = 1 . Пусть v = v1v2 . . . vt ,

где vj ∈ Xδ для всех 1 ≤ j ≤ t . По утверждению (i) u′ = u′1u2 . . . us, v′ = v′1v2 . . . vt .
Учитывая, что u < v и лемму 1, несложно заметить, что u′ < v′ .

Предположим, что утверждения леммы справедливы для всех значений меньших чем
r . Так как u′1 . . . uj . . . us > u1 . . . u

′
j . . . us для всех k + 1 ≤ j ≤ s , то по индуктивному

предположению имеем

u(r) = (u′)(r−1) = (u′1u2 . . . us + . . .+ u1u2 . . . u′s)
(r−1) = (u′1u2 . . . us)

(r−1) = u
(r)
1 u2 . . . us.
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Аналогично, v(r) = v
(r)
1 v2 . . . vs . Учитывая, что u < v и лемму 1, несложно заметить, что

u(r) < v(r) .

Лемма 3. [15] Если u, v, w – базисные слова алгебры k{x1, x2} и u < v , то uw < vw .

Следствие 1. Пусть 0 6= f, g ∈ k{x1, x2} . Тогда fg = fg .

Лемма 4. Пусть u – базисное слово алгебры k{z} и 0 6= f ∈ k{x1, x2} . Тогда u(f) =

u(f) .

Доказательство. Пусть u = z(r) и f = λ1f1 + . . . + λsfs , где fi – базисные слова
алгебры k{x1, x2} , f1 > . . . > fs , 0 6= λi ∈ k . Тогда u(f) = f (r) = λ1f

(r)
1 + . . .+ λsf

(r)
s . По

лемме 2 f
(r)
1 > f

(r)
i для всех 2 ≤ i ≤ s . Отсюда u(f) = f

(r)
1 = u(f) .

Пусть deg(u) > 2 и u = u1u2 . Проводя индукцию по deg(u) и по следствию 1 имеем

u(f) = u1(f) u2(f) = u1(f) u2(f) = u1(f) u2(f) = u1(f) u2(f) = u(f).

Лемма 5. Пусть u, v – базисные слова алгебры k{z} , w – базисное слово алгебры
k{x1, x2} и u < v . Тогда u(w) < v(w) .

Доказательство. Если deg(u) < deg(v) , то очевидно, что u(w) < v(w) . Пусть deg(u) =

deg(v) и u = z(s1) . . . z(st), v = z(r1) . . . z(rt), w = w1 . . . wp , где wk ∈ Xδ для всех 1 ≤ k ≤ p .
Учитывая, что w

(m)
1 > w

(r)
1 , где m > r , по лемме 2 и следствию 1 имеем

u(w) = w
(s1)
1 w

(s2)
1 . . . w

(st)
1 wt2 . . . w

t
p, v(w) = w

(r1)
1 w

(r2)
1 . . . w

(rt)
1 wt2 . . . w

t
p.

Следовательно, u(w) < v(w) .

Следствие 2. Пусть 0 6= f ∈ k{z} и 0 6= g ∈ k{x1, x2} . Тогда f(g) = f(g) и deg(f(g)) =
deg(f) · deg(g) .

3. Амальгамированное свободное произведение

Пусть A = N 〈x, y〉 – свободная алгебра Новикова над полем k характеристики 0 от
двух переменных x, y и пусть Aut(A) – группа автоморфизмов алгебры A .

Через ϕ = (f1, f2) обозначим автоморфизм алгебры A такой, что ϕ(x) = f1, ϕ(y) = f2 .
Автоморфизмы вида

σ(1, a, f) = (ax+ f(y), y), σ(2, a, g) = (x, ay + g(x)),

где 0 6= a ∈ k , f(y) ∈ N 〈y〉 , g(x) ∈ N 〈x〉 , называются элементарными. Подгруппа
T (A) группы Aut(A) , порожденная всеми элементарными автоморфизмами, называется
подгруппой ручных автоморфизмов. Не ручные автоморфизмы называются дикими.

Для автоморфизма θ = (f1, f2) ∈ Aut(A) определим степень, общую степень, полагая,
соответственно

deg(θ) = max{deg(f1),deg(f2)}, tdeg(θ) = deg(f1) + deg(f2).

Если θ = (f1, f2), ϕ = (g1, g2) , то произведение в Aut(A) определяется следующей
формулой θ ◦ ϕ = (g1(f1, f2), g2(f1, f2)) .

Пусть Af2(A) – группа аффинных автоморфизмов алгебры A , т.е. группа
автоморфизмов вида

(a1x+ b1y + c1, a2x+ b2y + c2),

где ai, bi, ci ∈ k, a1b2 6= a2b1 , Tr2(A) – группа треугольных автоморфизмов алгебры A ,
т.е. группа автоморфизмов вида

(ax+ f(y), by + c),

где 0 6= a, b ∈ k, c ∈ k, f(y) ∈ N 〈y〉 , и пусть C = Af2(A) ∩ Tr2(A) .
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Пусть G – произвольная группа, G0, G1, G2 – подгруппы группы G , причем G0 = G1∩
G2 . Группа G называется свободным произведением подгрупп G1 и G2 с объединенной
подгруппой G0 и обозначается G = G1 ∗G0 G2 , если

(a) G порождается подгруппами G1 и G2 ;
(b) Определяющие соотношения группы G состоят только из определяющих

соотношений подгрупп G1 и G2 .
Если S1 – система левых представителей G1 по G0 , S2 – система левых представителей

G2 по G0 , то группа G является свободным произведением подгрупп G1 и G2 с
объединенной подгруппой G0 (см. например [16]) в том и только в том случае, когда
каждый g ∈ G однозначно представляется в виде

g = g1 . . . gkc,

где gi ∈ S1 ∪ S2, i = 1, . . . , k, gi, gi+1 одновременно не принадлежат S1 или S2 , c ∈ G0 .
Запись hi(y) в доказательствах следующих нескольких лемм означает, что hi(y) ∈ N 〈y〉

– однородный многочлен степени i по отношению к функции степени deg от одной
переменной y . Ясно, что h0(y) ∈ k .

Лемма 6. a) Система элементов

A0 = {id = (x, y), γ = (y, x+ ay)|a ∈ k}
является системой представителей левых смежных классов Af2(A) по подгруппе C .

b) Система элементов

B0 = {β = (x+ q(y), y)|q(y) = hn(y) + . . .+ h2(y)}
является системой представителей левых смежных классов Tr2(A) по подгруппе C .

Доказательство. Проверим условие a). Пусть l ∈ Af2(A) . Мы должны показать, что
для любого l найдутся γ ∈ A0, η ∈ C такие, что l = γ ◦ η .

Если l = (a1x + b1y + c1, a2x + b2y + c2) , где a2 6= 0 , то положим γ = (y, x + b2
a2
y) ,

η = ((b1 − a1b2
a2

)x+ a1y + c1, a2y + c2) . Тогда l представляется в виде

l = (y, x+
b2
a2
y) ◦ ((b1 −

a1b2
a2

)x+ a1y + c1, a2y + c2) = γ ◦ η.

Если a2 = 0 , то γ = id , η = l , т.е. l = id ◦ l .
Допустим γ1 = (y, x+ a1y) , γ2 = (y, x+ a2y) и γ1C = γ2C , тогда

γ−1
1 ◦ γ2 = (−a1x+ y, x) ◦ (y, x+ a2y) = (x, (−a1 + a2)x+ y).

Отсюда следует, что γ−1
1 ◦ γ2 ∈ C тогда и только тогда, когда a1 = a2 . Следовательно,

γ1 = γ2 .
Теперь проверим условие b). Пусть ψ = (ax + h(y), by + c) ∈ Tr2(A) и h(y) = hn(y) +

. . . + h1(y) + h0(y) . Мы должны показать, что для любого ψ найдутся β ∈ B0, µ ∈ C
такие, что ψ = β ◦ µ . Положим β = (x + 1

aq(y), y) , µ = (ax + h1(y) + h0(y), by + c) , где
q(y) = hn(y) + . . .+ h2(y) . Тогда ψ представляется в виде

ψ = (x+
1

a
q(y), y) ◦ (ax+ h1(y) + h0(y), by + c) = β ◦ µ.

Допустим, β1 = (x+ q(y), y), β2 = (x+ q(1)(y), y) и β1C = β2C . Тогда имеем

β−1
1 ◦ β2 = (x− q(y), y) ◦ (x+ q(1)(y), y) = (x− q(y) + q(1)(y), y).

Отсюда следует, что β−1
1 ◦ β2 ∈ C тогда и только тогда, когда q(y) = q(1)(y) .

Следовательно, β1 = β2 .

Лемма 7. Пусть A0, B0 – множества, определенные в лемме 6. Тогда любой ручной
автоморфизм ϕ алгебры A разлагается в произведение вида

ϕ = γ1 ◦ β1 ◦ γ2 ◦ β2 ◦ . . . ◦ γk ◦ βk ◦ γk+1 ◦ λ, (1)

где γi ∈ A0, γ2, . . . , γk 6= id , βi ∈ B0, β1, . . . , βk 6= id , λ ∈ C .
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Доказательство. Очевидно, что

(ax+ h(y), y) = (x+
1

a
q(y), y) ◦ (ax+ h1(y) + h0(y), y),

где h(y) = hn(y) + . . .+ h2(y) + h1(y) + h0(y) , q(y) = hn(y) + . . .+ h2(y) ,

(x, by + h(1)(x)) = (y, x) ◦ (x+
1

b
q(1)(y), y) ◦ (y, bx+ h

(1)
1 (y) + h

(1)
0 (y)),

где h(1)(y) = h
(1)
m (y) + . . . + h

(1)
2 (y) + h

(1)
1 (y) + h

(1)
0 (y) , q(1)(y) = h

(1)
m (y) + . . . + h

(1)
2 (y) , т.е.

любой элементарный автоморфизм имеет вид

l1 ◦ β ◦ l2,

где β ∈ B0 , l1, l2 ∈ Af2(A) .
Любой ручной автоморфизм ϕ представляется в виде композиции элементарных

автоморфизмов ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn , т.е. ϕ = ϕ1 ◦ ϕ2 ◦ . . . ◦ ϕn . Следовательно, имеем

ϕ = l1 ◦ β1 ◦ l2 ◦ β2 ◦ . . . ◦ ln ◦ βn ◦ ln+1,

где βi ∈ B0 , li ∈ Af2(A) .
Докажем индукцией по n , что ϕ представляется в виде произведения (1), с k ≤ n .
Согласно лемме 6 автоморфизм l1 записывается в виде γ1 ◦ λ1 , где γ1 ∈ A0 , λ1 ∈ C .

Тогда
l1 ◦ β1 = γ1 ◦ λ1 ◦ β1.

Пусть λ1 = (ax+ by + c, b1y + c1) , β1 = (x+ q(y), y) . Тогда

λ1 ◦ β1 ◦ λ−1
1 = (x+

1

a
q(b1y + c1), y).

Через q<2(b1y+ c1) обозначим часть степени меньше чем два элемента q(b1y+ c1) . Пусть
λ = (x− 1

aq<2(b1y+ c1), y) . Ясно, что λ ∈ C и λ−1
1 ◦λ ∈ C . Обозначим λ−1

1 ◦λ через λ−1
2 .

Тогда
l1 ◦ β1 = γ1 ◦ λ1 ◦ β1 = γ1 ◦ β′1 ◦ λ2,

где β′1 = λ1 ◦ β1 ◦ λ−1
2 = (x+ 1

aq(b1y + c1)− 1
aq<2(b1y + c1), y) ∈ B0 . Имеем

ϕ = γ1 ◦ β′1 ◦ (λ2 ◦ l2) ◦ β2 ◦ . . . ◦ ln ◦ βn ◦ ln+1.

По индуктивному предположению произведение

(λ2 ◦ l2) ◦ β2 ◦ . . . ◦ ln ◦ βn ◦ ln+1

записывается в виде
γ2 ◦ β′2 ◦ γ3 ◦ . . . ◦ γk ◦ β′k ◦ γk+1 ◦ λ, k ≤ n.

Следовательно,
ϕ = γ1 ◦ β′1 ◦ γ2 ◦ β′2 ◦ . . . ◦ γk ◦ β′k ◦ γk+1 ◦ λ.

Если γ2 6= id , то полученное представление имеет вид (1). Теперь рассмотрим случай
когда γ2 = id . Так как β′1 ◦ β′2 = β′′2 ∈ B0 , то

ϕ = γ1 ◦ β′1 ◦ β′2 ◦ γ3 ◦ . . . ◦ γk ◦ β′k ◦ γk+1 ◦ λ = γ1 ◦ β′′2 ◦ γ3 ◦ . . . ◦ γk ◦ β′k ◦ γk+1 ◦ λ.

Поскольку k − 1 < n , то по индуктивному предположению ϕ записывается в виде (1).

Лемма 8. Пусть ϕ = (f1, f2) – автоморфизм алгебры A , представимый в виде
произведения

ϕ = (f1, f2) = β1 ◦ γ2 ◦ β2 ◦ . . . ◦ γk ◦ βk,
где id 6= γi ∈ A0 , id 6= βi ∈ B0 для всех i . Если βi = (x + qi(y), y) , deg(qi(y)) = ni для
всех 1 ≤ i ≤ k , то

deg(f1) = n1n2 . . . nk−1nk,

deg(f2) = n1n2 . . . nk−1, если k > 1 и deg(f2) = 1, если k = 1.
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Доказательство. Утверждение леммы докажем индукцией по k . Если k = 1 , то ϕ = β1

и
deg(f1) = deg(q1(y)) = n1, deg(f2) = 1.

Предположим, что утверждение леммы выполняется для k − 1 . Положим,

ϕ1 = β1 ◦ γ2 ◦ β2 ◦ . . . ◦ γk−1 ◦ βk−1 = (g1, g2).

По индуктивному предположению, имеем

deg(g1) = n1n2 . . . nk−1, deg(g2) = n1n2 . . . nk−2.

Тогда
ϕ = (f1, f2) = β1 ◦ γ2 ◦ β2 ◦ . . . ◦ γk ◦ βk = ϕ1 ◦ γk ◦ βk = (g1, g2) ◦ γk ◦ βk.

Применяя γk = (y, x+ay) к (g1, g2) , получим (u1, u2) = (g1, g2) ◦γk = (g2, g1 +ag2) . Тогда

deg(u1) = deg(g2) = n1n2 . . . nk−2,

deg(u2) = max{deg(g1), deg(g2)} = n1n2 . . . nk−1.

Далее,

ϕ = (f1, f2) = (u1, u2) ◦ βk = (u1, u2) ◦ (x+ qk(y), y) = (u1 + qk(u2), u2).

Следовательно,

deg(f1) = max{deg(u1),deg(qk(u2))}, deg(f2) = deg(u2).

Напомним, что deg(qk) = nk и deg(u2) = n1n2 . . . nk−1. По следствию 2 имеем

deg(qk(u2)) = deg u2 · deg qk = n1n2 . . . nk.

Следовательно,

deg(f1) = n1n2 . . . nk−1nk, deg(f2) = n1n2 . . . nk−1.

Что и требовалось доказать.

Лемма 9. Разложение (1) автоморфизма ϕ из леммы 7 является однозначным.

Доказательство. Достаточно показать, что

γ1 ◦ β1 ◦ γ2 ◦ β2 ◦ . . . ◦ γk ◦ βk ◦ γk+1 ◦ λ 6= id,

при k ≥ 1 , γi ∈ A0, γ2, . . . , γk 6= id , βi ∈ B0, β1, . . . , βk 6= id , λ ∈ C .
Докажем от противного. Допустим

γ1 ◦ β1 ◦ γ2 ◦ β2 ◦ . . . ◦ γk ◦ βk ◦ γk+1 ◦ λ = id.

Тогда

β1 ◦ γ2 ◦ β2 ◦ . . . ◦ γk ◦ βk = γ−1
1 ◦ λ−1 ◦ γ−1

k+1. (2)

Согласно лемме 8 автоморфизм

ϕ = (f1, f2) = β1 ◦ γ2 ◦ β2 ◦ . . . ◦ γk ◦ βk
имеет общую степень

tdeg(ϕ) = deg(f1) + deg(f2) = n1n2 . . . nk−1nk + n1n2 . . . nk−1.

Правую часть равенства (2) обозначим через ρ , т.е.

ρ = γ−1
1 ◦ λ−1 ◦ γ−1

k+1.

Ясно, что ρ ∈ Af2(A) и tdeg(ρ) = 2 . Следовательно, tdeg(ϕ) 6= tdeg(ρ) , что противоречит
равенству (2).

Теорема 1. Пусть A = N 〈x, y〉 – свободная алгебра Новикова от двух порождающих
x, y над полем k нулевой характеристики. Группа ручных автоморфизмов алгебры
A является свободным произведением подгрупп аффинных автоморфизмов Af2(A) и
треугольных автоморфизмов Tr2(A) с объединенной подгруппой C = Af2(A) ∩ Tr2(A) ,
т.е.

T (A) = Af2(A) ∗C Tr2(A).
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Доказательство. Так как A0 и B0 – системы левых смежных классов Af2(A) и Tr2(A)
по подгруппе C , соответственно, то по лемме 7 и по лемме 9 любой ручной автоморфизм
алгебры A однозначно представляется в виде (1), т.е. T (A) = Af2(A) ∗C Tr2(A) .

Подтверждение
Работа выполнена в рамках проекта AP 08052290 МОН РК.
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Рангi 2 тең еркiн Новиков алгебрасының қолды автоморфизмдер группасының амальгамирленген
еркiн көбейтiндiсiнiң құрылымы

Аннотация: Мақала сипаттамасы нөлге тең өрiстегi екi айнымалы еркiн Новиков алгебрасының қолды
автоморфизмдер группасын сипаттауға арналған. Еркiн Новиков алгебраларының дифференциалды көпмүшелiктер
алгебралары арқылы берiлуiн қолданып, базистiк сөздердiң кейбiр қасиеттерi зерттелген. Сонымен қатар,
сипаттамасы нөлге тең өрiстегi рангi екiге тең еркiн Новиков алгебрасының қолды автоморфизмдер группасы
Af2(A) ∩ Tr2(A) iшкi группасымен бiрiктiрiлген Af2(A) аффиндiк автоморфизмдер мен Tr2(A) үшбұрышты
автоморфизмдер группаларының амальгамирленген еркiн көбейтiндiсiнiң құрылымын қабылдайтыны дәлелденген.

Түйiн сөздер: Дифференциалды көпмүшелiктер алгебрасы, еркiн Новиков алгебрасы, амальгамирленген еркiн
көбейтiндi, қолды автоморфизм.
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Abstract: The article is devoted to the description the tame automorphism group of a free Novikov algebra of two
generators over a field of characteristic zero. Using a representation of free Novikov algebras by differential polynomial
algebras, some properties of basis words are investigated. It is also proved that the tame automorphism group of a
free Novikov algebra of rank two over a field of characteristic zero admits the amalgamated free product structure of
the affine automorphism group Af2(A) and of the triangular automorphism group Tr2(A) with the united subgroup
Af2(A) ∩ Tr2(A) .

Keywords: Differential polynomial algebra, free Novikov algebra, amalgamated free product, tame automorphism.
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