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Сур.1. Екі сатылы химиялық реактор тізбегінің жобалаудағы күй векторы: 
а) сызықтандырылған модель b) кешігумен жобаланған (4) 
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 Универсальным методом исследования устойчивости динамических систем является 
второй (прямой) метод А.М.Ляпунова. При этом требуется исследовать устойчивости в 
условиях многочисленных неопределенностей, ограничений и неполной информации. 
Актуальной является проблема анализа поведения систем управления при больших, но 
конечных изменениях параметров и синтеза законов управления, обеспечивающих в 
некотором смысле наилучшую защиту от большой неопределенности в описании объектов 
управления. В общей постановке исследование системы на робастную устойчивость состоит 
в указании ограничений на изменение параметров системы управления, при которых 
сохраняется устойчивость. 
 Если математическая модель описывает некоторый процесс (механический, 
электрический, химический, экономический и т.п.) то, как правило, его параметры 
неизвестны точно, а во многих случаях их значения в принципе не могут быть доступны 
точному определению, поскольку они могут меняться непредсказуемо в процессе 
эксплуатации. В таких случаях говорят о параметрической неопределенности. Исходная 
система при этом замыкается по семейству систем [1]. 
 Поэтому исключительно важную роль в теории управления динамическими 
объектами играет робастная устойчивость  [Там же], в частности системы управления с 
повышенным потенциалом робастной устойчивости [2,3]. 
 В настоящей работе предлагается подход к построению функций Ляпунова по 
градиенту в форме вектор функций [4], а антиградиент по отношению переменной состояния 
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искомой функции Ляпунова задаются компонентами вектора скорости (правой частью 
уравнения состояния) системы. Для системы с повышенным потенциалом робастной 
устойчивости с одним входом и одним выходом, построенных в классе трехпараметрических 
структурно-устойчивых отображений (катастрофа гиперболическая омбилика) [5,6]. Область 
устойчивости получается в виде простейших неравенств по неопределенным параметрам 
объекта управления и выбираемым параметрам регулятора. Исследование устойчивости 
системы основывается на идеях второго метода А.М.Ляпунова [7,8]. 

Рассмотрим стационарную замкнутую систему управления с одним входом и одним 
выходом, описываемую уравнением состояния  

𝑥́𝑥(𝑡𝑡) = 𝐴𝐴𝐴𝐴(𝑡𝑡) + 𝐵𝐵𝐵𝐵(𝑡𝑡)                                                       (1) 
Здесь 𝑥𝑥(𝑡𝑡) ∈ 𝑅𝑅𝑛𝑛  - вектор состояния объекта; 𝑢𝑢(𝑡𝑡) ∈ 𝑅𝑅1 - скалярная функция 

управляющих воздействий; А - матрица объекта управления с неопределенными 
параметрами 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛; В - матрица управления размерности 𝑚𝑚𝑚𝑚1. Матрицы А и В имеют 
следующий вид 
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 Закон u(t) в замкнутом контуре задан в форме трехпараметрических структурно-
устойчивых отображений (катастрофа гиперболическая омбилика) [5, 6] 
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Система (1) в развернутом виде записывается 
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Стационарные (установившиеся) состояния системы определяются решением 
уравнения 

( ) ( ) 013222111211
3
2

3
1 =−−−−−−−′−−− −− nSSnSnSnSSSS xaxaxkaxkaxxkxx   (4)           

Из уравнения (4) находим стационарные состояния 
0,,0,0 21 === nSSS xxx      (5)         

Другие стационарные состояния будут определяться решением уравнений 
,0,,0,0,0 321

2
1 ====+−− nSSSnS xxxkax       (6)       

Уравнения (6) при  отрицательных nak −1 ( 01 <− nak )  имеют мнимые решения, что не 
может соответствовать какой-либо физически возможной ситуации. При 01 >− nak  
уравнение (6) допускает следующие стационарные состояния: 





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==−−=
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nSSnS

nSSnS

xxakx
xxakx




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Устойчивость стационарных состояний (5) и (8) системы (1) будем исследовать 
методам функций Ляпунова [4,7,8]. 

Рассмотрим устойчивость стационарного состояния (5). Как известно из [7,8], с 
геометрической точки зрения, второй метод Ляпунова исследования устойчивости, сводится 
к построению семейства замкнутых поверхностей, окружающих начало координат и 
обладающих тем свойством, что интегральные кривые, касательными к которым являются 
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векторы скорости, которые определяются правой частью уравнения состояния (1) или (3) 
могут пересекать каждую из этих поверхностей только снаружи во внутрь. Поэтому 
предположим, что вектор градиента функций Ляпунова направлен в противоположную 
сторону по отношению к вектору скорости системы. 

Тогда обозначаются компоненты вектора градиента от вектора функций Ляпунова  
𝜕𝜕𝑉𝑉1(𝑥𝑥)
𝜕𝜕𝑥𝑥1

= 0,
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𝜕𝜕𝑉𝑉2(𝑥𝑥)
𝜕𝜕𝑥𝑥1

= 0,
𝜕𝜕𝑉𝑉2(𝑥𝑥)
𝜕𝜕𝑥𝑥2

= 0,
𝜕𝜕𝑉𝑉2(𝑥𝑥)
𝜕𝜕𝑥𝑥3

= −𝑥𝑥3, … ,
𝜕𝜕𝑉𝑉2(𝑥𝑥)
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑛𝑛

= 0 
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` 𝑥𝑥1𝑥𝑥2 + (𝑎𝑎𝑛𝑛−1 − 𝑘𝑘2)𝑥𝑥2, 

𝜕𝜕𝑉𝑉𝑛𝑛(𝑥𝑥)
𝜕𝜕𝜕𝜕
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𝜕𝜕𝑉𝑉𝑛𝑛(𝑥𝑥)
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= 𝑎𝑎1𝑥𝑥𝑛𝑛  
для полной производной по времени от функций Ляпунова получим 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]nnnnnn xaxaxaxkaxkaxxkxxxxx
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Из (8) видно, что полная производная от вектор-функций Ляпунова всегда является 
отрицательно определенной функцией, то есть достаточное условие асимптотической 
устойчивости системы всегда выполняется. 

По градиенту функций Ляпунова строим функции Ляпунова в виде  
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1 (𝑎𝑎1 − 1)𝑥𝑥𝑛𝑛2                                                                                                        (9) 

Положительная определенность функций Ляпунова (9) при 01 >′k будет определяться 
условиям 
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Таким образом, стационарное состояние (5) системы (3) будет асимптотический 
устойчивой при  01 >′k , если выполняется условия (10).  

Исследуем устойчивость стационарного состояния (7) и для этого уравнения 
состояния (3) в отклонениях относительно стационарного состояния (7) записывается в виде 
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Обозначим градиент от компонент вектор-функций Ляпунова через: 
( ) ( ) ( ) ( )

0,,0,,0 1

3

1
2

2

1

1

1 =
∂

∂
=

∂
∂

−=
∂

∂
=

∂
∂

nx
xV

x
xV

x
x

xV
x

xV
  



940 
 

( ) ( ) ( ) ( )
0,,,0,0 2

3
3

2

2

2

1

2 =
∂

∂
−=

∂
∂

=
∂

∂
=

∂
∂

nx
xV

x
x

xV
x

xV
x

xV


      (12)
 

  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,,,

2
1,2

2
1

32
3

221211
3
2

2
11211

3
1

1

xa
x

xVxkaxxkx
x

xVxkaxxkx
x

xV
n

n
n

n
n

n
−− =

∂
∂

−+′+=
∂

∂
−+′+=

∂
∂

, 𝜕𝜕𝑉𝑉𝑛𝑛 (𝑥𝑥)
𝜕𝜕𝑥𝑥𝑛𝑛

= 𝑎𝑎1𝑥𝑥𝑛𝑛  
находим полную производную по времени от вектор-функций Ляпунова 
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Из (13) очевидно, что достаточное условие асимптотической устойчивости всегда будет 
выполняться, то есть полное производное от вектор-функций Ляпунова является 
знакоотрицательной функцией. 

По градиенту (12) строим функцию Ляпунова  
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 Необходимые условия асимптотической устойчивости равновесного состояния (7) при 
01 >′k , то есть условие положительной определенности функций Ляпунова для равновесного 

состояния (7), который существует только при 01 >− nаk (т.е. ∞<< 1kan ) будет 
выполняться, если: 
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Таким образом, система (3) за счет введения в контур закона управления в форме 

трехпараметрических структурно-устойчивых отображений (катастрофа гиперболическая 
омбилика) становится устойчивой в неограниченно широких пределах изменения 
неопределенного параметра 1, −nn aa  и устанавливаемых параметров регулятора 1k  и 2k . 
Стационарное состояние системы (5) существует и устойчиво при изменении параметров 

1, kan  и 21, kan−  в областях nak ≤<∞− 1  и 112 −<<∞− −nak  соответственно, а стационарное 
состояние (7) существует и устойчиво при изменении параметров 1, kan  и 21,kan−  в областях 

∞<< 1kan  и 112 −<<∞− −nak . Для остальных параметров объекта имеется ограничения 
2,1 −≤> niai . 

В реальных системах управления неизбежно присутствует неопределенность, а 
система управления должно быть работоспособной при наличии неопределенности. Такое 
управления называется робастным.  

Если преобразованную систему задаем антиградиентом [5, 6, 8] некоторой 
потенциальной функции (9) или (14), полученные ранее в виде функций Ляпунова и 
линеаризованную систему, например, вокруг стационарного состояния (5) получим в виде 
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Сверхустойчивость номинальной системы (15) определяется выражением [1]:
,1,,3,2,0))1(min,1),min(()min()( 00

2
0

1
0
1

000
0 −=>−−−−=−−= −−

≠
∑ niakakaggG ininn

ij
ijii σ   (16) 

  Потребуем, чтобы условие сверхустойчивости сохранялось для всех матриц 
семейства: 

∑
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Ясно, что это неравенство будет выполнено для всех допустимых ii∆  тогда и только 
тогда, когда 















>−−

>−−

>−−−

>−−

−

−

01

01

01

0

0
1

33
0

2

22
0
2

0
1

11
0
1

0

nn

n

n

n

ma

ma
mka

mka

γ

γ

γ

γ



 

то есть при,  
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В частности, если ),,2,1(1 nimii ==  (масштабы изменения всех элементов 
матрицы одинаковы), то 

.1,,3,2,0))1(min),1(),min(( 211
* −=>−−−−= −− niakaka ininn γ  

Таким образом, можно в явном виде получить радиус сверхустойчивости семейства. 
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Қазақстан, Астана қ., Л.Н. Гумилев ат.Еуразия ұлттық университетінің екінші курс 
магистранты. 

Ғылыми жетекшісі – Д.Сатыбалдина 
Қазіргі автоматтандырылған басқарудың өзекті мәселелердің бірі - стационарлы және 

сызықты емес жағдайда динамикалық жүйелерді робасты қасиеттерімен қамтамасыз ету. 
Осындай жүйелерді математикалық моделдеу әдісімен жобалау олардың өндеу тиімділігін 
әлдеқайда көтереді, бұл тек робастық басқару жүйелердің математикалық моделін берумен 
ғана шектелмей, оған қоса басқару алгоритмдердің арқасында, олардың сапасын қойған 
мақсатта қалыптастырады. 

Электр жетек өнеркәсіптің барлық салаларында кең қолданылады. Ең жетілген 
автоматтандырылған электр жетек болып саналады. Бұл реттемлі электр жетек пен аусыпалы 
күйді автоматты реттеуден тұрады.[1,2] 

Басқару жүйеде синхронды машиналардың ішінен ең перспективті вентелді 
машиналар (ВМ) болып саналады. Конструктивті артықшылыққа келесілер жатады: 

Электромагнитті айнымалылардың нәтежелі векторларды d және q осьтары бойнша 
ажыратқанда u�s = ud + juq,   is̅ = id + jiq ,Ф�0 = Ф0о ла рдың  ск ал ярл ы  с ип а тт а ма сын  
а лам ыз :  

�
𝑢𝑢𝑑𝑑 = 𝑅𝑅𝑠𝑠𝑖𝑖𝑑𝑑 + 𝐿𝐿𝑠𝑠

𝑑𝑑𝑖𝑖𝑞𝑞
𝑑𝑑𝑑𝑑
− 𝜔𝜔𝐿𝐿𝑠𝑠𝑖𝑖𝑞𝑞 ,

𝑢𝑢𝑞𝑞 = 𝑅𝑅𝑠𝑠𝑖𝑖𝑞𝑞 + 𝐿𝐿𝑠𝑠
𝑑𝑑𝑖𝑖𝑞𝑞
𝑑𝑑𝑑𝑑

+ 𝜔𝜔𝐿𝐿𝑠𝑠𝑖𝑖𝑑𝑑 + 𝜔𝜔Ф�0,
�    (1) 

Электр жетектің мехналикалық бөлік қозғалысының теңдігі, яғни  машина тепе-теңдік 
моментінің теңдігі: 

𝐽𝐽 𝑑𝑑𝜔𝜔𝑚𝑚
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑀𝑀 −𝑀𝑀П,     (2) 
мұнда  ωm = ω

p
 – қозғалтқыштын бұрыштық айналу жылдамдығы, p – жұп полюс 

саны,𝑀𝑀 = 2
3
𝑝𝑝Ф0𝑖𝑖𝑞𝑞  – электрмагнитті момент, МП  – кедергі моменттің жүктілігі. 

(1), (2) теңдіктері ВМ айналмалы координат жүйесінде скалярлы сипаттамасын береді. 
Анализ барысында салыстырмалы айнымалылар және параметрлер еңгізіледі: 
𝑢𝑢� = 𝑢𝑢�

𝑈𝑈𝑏𝑏
, 𝑖𝑖̅ = 𝑖𝑖̅

𝐼𝐼𝑏𝑏
,𝜔𝜔� = 𝜔𝜔

𝜔𝜔𝑏𝑏
, 𝑚𝑚� = 𝑀𝑀

𝑀𝑀𝑏𝑏
, 𝑇𝑇�𝑠𝑠 = 𝜔𝜔𝑏𝑏𝐿𝐿𝑠𝑠

𝑅𝑅𝑠𝑠
, 𝑇𝑇�𝑚𝑚 = 𝐽𝐽𝜔𝜔𝑏𝑏

2

𝑀𝑀𝑏𝑏
,    𝑡𝑡̅ = 𝜔𝜔𝑏𝑏𝑡𝑡,   (3) 

осында бастапқы шамалар ретінде қолданылады: 
Ub = √2UФ, Ib = Ub

Rs
, ωb = Ub

Ф0
, Mb = 2

3
Ф0Ib .         (4) 

Вентильді машинаның үш артықшылығын атап өтейік: 
• айналу жылдамдығы  Мƞ=0  бос жүру жылдамдығынан𝜔𝜔�0𝑚𝑚 = 1/𝑝𝑝 = 0.125; 

төмен 
• кернеу ud= 0 болғанына қарамастан, продольдіосьбойындатокd 
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