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теңдігін аламыз. Енді теңдіктің сол жағындағы анықтауышты бірінші жолы бойынша 

жіктеп келесі өрнекті аламыз:  
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Ары қарай ii ag =⋅−1α  деп алмастырсақ, онда ізделінді теңдік шығады.  
Осы дәлелдеген тұжырымға мысал ретінде келесі бейнелеуді қарастырайық.  k  -

сипаттамасы 0-ге тең өріс, 22
2 :),( kkFfF →=  бейнелеуі YXFYXXf nn +=++= 2,  

көпмүшелерімен анықталатын болса, онда  ))(,(),( 21
nYXYYXGGG −−−==  кері 

полиномиалды бейнелеу және [ ]YXkf ,− - тің координатасы болатындығына, ал  
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унимодуляр жол екендігіне көз жеткізу қиын емес. 
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     [ ]nxxk ,...,1 – K өрісіндегі nxx ,...,1  айнымалылардан тәуелді көпмүшелер сақинасы болсын.  
Біз бір айнымалыдан тәуелді көпмүшелер сақинасында бөлу алгоритімін білеміз [3]. Біздің 
мақсатымыз - [ ]nxxkf ,...,1∈   көпмүшесін  [ ]nn xxkff ,...,,..., 11 ∈  көпмүшелеріне бөлуді 
үйрену [1]. Яғни 𝑓𝑓  -ті келесі түрде жазу: 
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rfafaf ss +++= ...11  

     Мұндағы saa ,...,1  «бөлінділері» және r қалдығы [ ]nxxk ,...,1 -ға тиісті. Бөлу алгоритмін 
қолданғанда ең қиыны қалдықты анықтау, сондықтан біз лексикографиялық реттеуді 
қолданамыз. 
     Анықтама 1. ),...,( 1 nααα = , ( ) n

n Z 01 ,..., ≥∈= βββ болсын. βα lex  деп айтамыз, егер ең 
сол жақ шеткі вектор координатасы nZ=− βα  оң сан болса. Егер βα lex  болса, онда 

βα xx lex  деп жазамыз. Мысал:  
а) ( ) ( )4,3,00,2,1  , себебі ( )4,1,1 −=− βα   

б)  Алфавитте zya  ...   реттелу болады:  bit cut т.с.с. 
     Бұл алгоритмнің идеясы, біз білетін, бір айнымалыдан тәуелді көпмүшелікті бөлу 
алгоритмі секілді жасалады: мономиалды реттелген f полиномының ең үлкен дәрежелі 
мүшесін if -ге  қандай да бір мономға көбейтіп біртіндеп жойып отыруымыз керек. Бұл 
моном сәйкесінше ia  мүшесі болады. Енді мысалдармен көрсетелік.  
     Мысал 1. lex-реттеуі yx  шарты бойынша реттелген  12 += xyF көпмүшесін 1+= xyf
көпмүшесіне бөлелік. Бөлу үшін бір айнымалы жағдайындағыдай схема қолданамыз: 

12 +xy  1+xy  

yxy +2
 a: y 

  - 1+y    

                

12 +xy = y ( )1+xy  

     Мысал 2. lex-реттеуі yx   шарты бойынша реттелген  222 yxyyxF ++=   көпмүшесін 
11 −= xyf  және 12

2 −= yf  көпмүшелеріне бөлуді қарастырайық.   

1a : yx +  

𝑎𝑎2:    

1−xy : 222 yxyyx ++   

12 −y : 12 −yx   

    22 yxxy ++   

             yxy −2  

             yyx ++ 2  

 Енді xyfLT =)( 1 және 2
2 )( yfLT =  болғандықтан xyyxLT =++ )( 2 –ті бөле алмайды. 

Бірақ yyx ++ 2 – қалдық емес, себебі 2y -ты )( 2fLT  бөле алады. Сондықтан x-ті қалдыққа 
жіберсек онда бөлуді жалғастыра аламыз. Ол үшін біз оң жаққа қалдықтарды жазып қою 
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үшін тағы бір баған орналастырамыз. Біз радикалдан төменде орналасқан, яғни бөлуді 
жалғастырайын дер отырған полиномды аралық бөлінгіш деп аталады. Бөлу үдерісі осы 
аралық бөлінгіш нөлге тең болғанға дейін жалғасады. Мысалдағы келесі қадам x-ті 
қалдықтар бағанына жіберемізде бөлуді жалғастыра береміз. Егер біз аралық бөлінгішті 

)( 1fLT  және )( 2fLT  бөле алса әдеттегідей қадамдарды орындай береміз, ал олай болмаса 
үлкен мүшені қалдықтар қатарына жібереміз де т.с.с жалғастыра береміз. Олай болса:         

1a    yx +    r  

𝑎𝑎2:     1     

  1−xy    222 yxyyx ++     

12 −y    xyx −2     

           
22 yxxy ++  

          yxy −2  

   

           yyx ++ 2
    

           yy +2      → x  

           12 −y     

                  0 → x+y+1  

Осылайша, қалдық 1++ yx  тең, осыдан 

                        ( ) ( ) ( ) 1111 2222 +++−⋅+−⋅+=++ yxyxyyxyxyyx                                     (1) 

     Бұл мысал арқылы алгоритмді толық сипаттай аламыз. Сонымен қоса қалдықтың да 
қасиетін анық айқындап тұр: қалдықтың ешқандай мүшесін қандайда бөлгіштің ең үлкен 
мүшесіне бөлінбеу керек.   

     Теорема 1  ( [ ]nxxk ,...,1  бөлу алгоритмі. ),...,( 1 sffF =  – реттелген ( nZ 0>  дегі > 
мономиалды реттеуі) [ ]nxxk ,...,1  тізбегі  болсын. Онда кез келген  [ ]nxxkf ,...,1∈  полиномы 
мына түрде жазыла алады: 

                                      rfafaf ss +++= ...11                                                                           (2) 

Мұндағы  [ ]ni xxkra ,...,, 1∈ және не 0=r , r-мономдардың сызықты комбинациясы        
(коэффиценттері k дан алынған), сонымен қоса )(),...,( 1 sfLTfLT ең үлкен мүшелерінеде 
бөлінбейді. F-ті f  полиномына бөлгендегі қалған қалдықты r деп атаймыз. 0≠ii fa болса, 
онда 

multideg(f) ≥ multideg( ii fa ). 

     Дәлелденуі. saa ,...,1 және r полиномдарының бар болуын алгоритмді ашып жазу арқылы 
көрсетуге болады.  Алгоритмнің формальді сипаттауын көрсетелік: 
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КІРУ:  fff ,,...,1  

Шығу: saa ,...,1 , r 

0:1 =a ; … ; 0:=sa , 0:=r  

p:=f 

WHILE 0≠p  DO 

 i:=1 

бөлінеді := false 

WHILE  si ≤  AND бөлгіші бар=false DO 

IF )( 1fLT  бөледі )( pLT THEN 

)(/)(: 1fLTpLTaa ii +=  

p:= p- ( ) iffLTpLT )(/)( 1  

бөлгіші бар := true 

ELSE  i:=i+1 

IF бөлгіші бар= false  THEN  

r:= r + LT(p) 

p := p – LT(p) 

    Бұл алгоритмде әр қадамдағы p айнымалысы аралық бөлінгіштің, r қалдықтың , ал saa ,...,1

бөліндінің ролін атқарады. 

    Мысал 3. 222 yxyyxF ++=  көпмүшесін 12
1 −= yf  және 12 −= xyf  көпмүшелеріне 

бөлейік. Бұл мысал алдыңғы мысал 2 ден тек бөлгіштердің орнынан ғана айырмашылығы 
бар.  

1a    1+x    r  

𝑎𝑎2:     x     

 12 −y    
222 yxyyx ++     

 1−xy  xyx −2     

           
22 yxxy ++  

          xxy −2  

   

           
22 yx +     
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           2y      → 2x  

           12 −y     

                  0 → 2x+1  

 

    Келесі түрдегі өрнекті аламыз: 

            ( ) ( ) ( ) 12111 2222 ++−⋅+−⋅+=++ xyxxyxyxyyx               (3) 

    Егер біз (1) және (3) салыстыратын болсақ, онда біздің қалдықтарымыздың тең емес 
екеніне көз жеткіземіз.  

    Бұл мысал r қалдықтың )(),...,( 1 sfLTfLT  ең үлкен мүшелеріне бөлінбеуі керек деген 
шартқа біркелкі тәуелді емес екенін аңғаруға болады. Алайда, бұл барлық уақытта да әртүрлі 
қалдық шығады деген сөз емес.  Бізге тек реттеуді сақтап отыру керек.   

    Көпмүшелер сақинасында бұл бөлу алгоритмі идеалға тиістілігін шешу үшін қолданады. 
Егер ),...,( 1 sffF =  көпмүшесін f  көпмүшесіне бөлгенде қалдық r=0  болса, яғни 

ss fafaf ++= ...11  

Онда  sfff ,...,1∈ . Басқаша айтқанда, r=0  - бұл идеалға тиісті болудың жеткілікті шарты 
болады.  

    Сондай-ақ бұл бөлу алгоритмі геометрияда кез келген қисықтардың теңдеулерінен    (екі 
не одан да көп айнымалыдан тәуелді) теңдеулер жүйесін құрсақ, осы теңдеулер жүйесін 
шешуге, яғни барлығында бірдей қандай нүктелер жататынын не жатпайтынын көрсете 
алады.  
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