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магистрант  ЕНУ им. Л.Н.Гумилева, Астана, Казахстан 

Научный руководитель – Базарбеков А.Б. 
 
Сходимость процесса Шварца для весьма общего обыкновенного дифференциального 

уравнения. Мы рассмотрим одномерный аналог уравнения Гельмгольца 
 

( )xfyky =−′′ 2 , (1) 
 
где 0≠= constk  и рассмотрим для него краевую задачу первого рода 
 

( ) ( ) BbyAay == , , (2) 
 
здесь BAba ,,,  - заданные числа, где ba <  и ( ) [ ]baCxf ,∈  - заданная функция. 
Функция Грина задачи (1.2.1), (1.2.2) имеет вид [43] 
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Следовательно, единственное решение 

( ) ],[2 baCxy ∈  краевой задачи (1), (2) запишется в виде 
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Пусть c  и d  - два числа, удовлетворяющие неравенствам bdca <<< . 

С помощью формул  
( ) ( ) ( )daxxfuxqu ii ,,11 ∈=+′′− ++ , 

( ) ( ) ( )dvduAau iii == ++ 11 ,                                                                                    (*) и  
( ) ( ) ( )bcxxfvxqv ii ,,11 ∈=+′′− ++ , 

( ) ( ) ( ) Bbvcucv iii == +++ 111 , ,                                                                                 (*′)  
предыдущего параграфа построим альтернирующий процесс Шварца для уравнения (1) 

и установим быстроту сходимости этого процесса. 
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Мы знаем, что погрешности приближенных решений 
 

( ) ( ) ( )xuxyxg ii −=     и    ( ) ( ) ( )xvxyxh ii −=  (4) 
 
являются решениями следующих задач: 
 

01
2

1 =+′′− ++ ii gkg ,   ( )dax ,∈ , (5) 
( ) 01 =+ agi ,   ( ) ( )dhdg ii =+1  (6) 

 
и 
 

01
2

1 =+′′− ++ ii hkh ,   ( )bcx ,∈  (7) 
( ) ( )cgch ii 11 ++ = ,   ( ) 01 =+ bhi . (8) 

( )...,3,2,1,0=i   
 
Начальное приближение ( )dh0  заранее задается произвольным образом. 
Далее с помощью формулы (3) определяется ( )xg1  и затем вычисляется ( )cg1 . После 

этого опять с помощью формулы (3) определяется ( )xh1  и затем вычисляется ( )dh1 . 
Аналогичным образом вычисляются ( )cg2  и ( )dh2 . Продолжая этот процесс бесконечно, мы 
получим две последовательности функций ( )}{ xgn  и ( )}{ xhn , определенных соответственно 
на отрезках ],[ da  и ],[ bc , и вычисляемые по формулам 

 

( ) ( ) ( )
( )adksh

axkshdhxg nn −
−

= −1 , [ ]dax ,∈ ,   ...,3,2,1=n ; (9) 

( ) ( ) ( )
( )bcksh

bxkshcgxh nn −
−

= , [ ]bcx ,∈    ...,3,2,1=n . (10) 

 
Оценим погрешности приближенных решений. Для этого покажем, что функции )(xgn  

и )(xhn  принимают свои максимальные и минимальные значения на концах отрезка 
интегрирования. 

Предположим, что ( )da,∈ξ  - точка максимума функции )(xgn . Это означает, что 
( ) ( )xgg nn ≥ξ  для всех точек [ ]dax ,∈ . В частности, для ax =  имеем ( ) ( ) 0=≥ agg nn ξ . При 
( ) 0=ξng  точкой максимума будет являтся точка a=ξ , что противоречит с нашим 

предположением. Поэтому будем считать, что ( ) 0>ξng . А это противоречит с утверждением 
предложения 1.1.2 предыдущего подраздела. Следовательно, )(xgn  достигает максимального 
значения в концевых точках. 

Аналогично можно показать, что )(xgn  достигает минимального значения на концах 
отрезка [ ]da, . 

Таким образом, если )(dgn  отрицательно, то 
 

0)()( ≤≤ xgdg nn , [ ]dax ,∈ ;  
 
и если )(dgn  положительно, то 
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0)()( ≤≤ xgdg nn , [ ]dax ,∈ .  
 
Поэтому справедливо неравенство 
 

)()()( dgxgdg nnn ≤≤− , [ ]dax ,∈ ;  
 
Или 

)()( dgxg nn ≤ , [ ]dax ,∈ ; (11) 
 
Точно также можно получить неравенство и для погрешности )(xhn : 
 

)()( chxh nn ≤ , [ ]bcx ,∈ . (12) 
 
Согласно граничным значениям (6) , (8) и только что полученным неравенствам (11), 

(12) 
 

)()()( 1 dhdgxg nnn −=≤ , [ ]dax ,∈ ; 

)()()( cgchxh nnn =≤ , [ ]bcx ,∈ . (13) 
 
Заметим, что имеют место следующие рекуррентные соотношения 
 

)()( 1 cgMcg nn −⋅= , (14) 
)()( 1 dhMdh nn −⋅= , (15) 

 
где  
 

( )
( )

( )
( )adksh
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bdkshM

−
−

⋅
−
−

= , (16) 

 
которые получены при двухкратном применении формул (9), (10). 
Заметим, что из (16) и свойств функции гиперболического синуса следует, что 

10 << M . 
Наконец, применим формулы (14), (15), и тогда неравенства (13) примут вид: 
 

)(...)()()()( 0
1

3
2

21 dhMdhMdhMdhxg n
nnnn

−
−−− ===⋅=≤ , [ ]dax ,∈ ; 

=≤===⋅=≤ −−
−− )()(...)()()()( 1

1
1

1
2

2
1 dgMcgMcgMcgMcgxh nn

nnnn  

)(0
1 dhM n−= , [ ]bcx ,∈ ,  

где )(0 dh  - некоторое число, взятое произвольным образом (начальное приближение). 
Перейдем к пределу в последних неравенствах 

( ) 0)(lim)(lim 0
1 =⋅≤ −

∞→∞→
dhMxg n

nnn
,  

( ) 0)(lim)(lim 0
1 =⋅≤ −

∞→∞→
dhMxh n

nnn
.  

Так как модуль не может быть отрицательным, то приходим к соотношениям: 
 

0)(lim =
∞→

xgnn
, 0)(lim =

∞→
xhnn

.  
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Следовательно, 
 

0)(lim =
∞→

xgnn
, 0)(lim =

∞→
xhnn

.  

Итак, мы приходим к следующей теореме. 
Теорема 1 Построенные выше в процессе Шварца последовательности функций 

( )}{ xgn  и ( )}{ xhn  сходятся равномерно на соответствующих отрезках ],[ da  и ],[ bc  к нулю 
со скоростью бесконечной геометрической прогрессии со знаменателем M , где M  
определяется формулой (1.2.13), причем имеют место оценки: 

)()( 0
1 dhMxg n

n
−≤ , [ ]dax ,∈ ; 

)()( 0
1 dhMxh n

n
−≤ , [ ]bcx ,∈ ,  

здесь )(0 dh  - некоторое число, взятое произвольным образом. 
Проведем исследование функции M  как функции от параметров и сделаем 

соответствующие выводы о процессе Шварца. 
Если −∞→a  или +∞→b , а другие параметры остаются постоянными, то M  

возрастает и сходимость процесса Шварца ухудшается. 
Если длина области налегания cdl −=  отрезков ],[ da  и ],[ bc  стремится к нулю, то 

сходимость процесса Шварца также ухудшается. 
Пусть constpcd ==− , тогда обозначая xc = (следовательно, xpd += ), имеем 
 

( ) ( )
( )

( )
( )xbksh

xpbksh
axpksh

axkshxM
−

−−
⋅

−+
−

= .  

Производная этой функции обращается в нуль в точке 
2

pbax −+
=  и в этой точке 

функция ( )xM  достигает максимума. 
Это означает, что для фиксированного p  наихудший случай сходимости проявляется, 

когда 
 

2
pbac −+

= ,  
2

pbad ++
= ,  

 
т.е. когда точки c  и d  расположены симметрично относительно центра отрезка ],[ ba . 
Приведенные выше факты дают связь между геометрическим характером области 

декомпозиции и характером скорости сходимости процесса Шварца. 
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