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Пусть [ ),I a b= , где a b−∞ < < ≤ +∞ , 1 p< < ∞  и 1 1 1
p q

+ = . 

На I  рассмотрим полулинейное дифференциальное уравнение второго порядка в виде  

( ) ( )( ) ( ) ( )
'

' 0t y t yρ ϑΦ + Φ =                                                            ( )1  

где ( ) 2: ps s s−Φ = ⋅  и ( ).ρ  и ( ).ϑ  непрерывные функции на интервале I , причем ( ) 0tρ > , 
t I∈ . 

 Решением уравнения ( )1  назовем непрерывно дифференцируемую функцию :y I R→ , 

такую, что функция ( ) ( ) ( )2' 'p
t y t y tρ

−  непрерывно дифференцируема на I  и удовлетворяет 

уравнению ( )1 . 
 Если любое нетривиальное решение уравнения ( )1  имеет на I  не более одного нуля, 

тогда уравнение ( )1  называется уравнением без сопряженных точек. 
Через ( )0 ,pA C a b  обозначим совокупность абсолютно непрерывных и финитных на 

( ),a b  функций f , для которых 

( ) ( )'
b

p

a

t f t dtρ < ∞∫  

  Лемма. Уравнение ( )1 является уравнением без сопряженных точек на интервале 
( ),a b  тогда и только тогда, когда 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )', , 0
b

p p

a

F f a b t f t t f t dtρ ϑ = − >  ∫  

для любой ненулевой функции ( )0 ,pf A C a b∈ . 

 Пусть ( ) ( ){ }max 0,t tϑ ϑ+ = , ( ) ( ){ }max 0,t tϑ ϑ− = − , t I∈  и ( ) ( ) ( )t t tϑ ϑ ϑ+ −= − . 

( ) ( ) ( ) [ ]
1 1

1sup : 1, ,
t d t dq p

q

t t

d t d s ds s ds t t d Iρ ϑ
+ +

+ − −

 
    = ≤ + ⊂    
    

 
∫ ∫ , 

( ) ( ) ( ) [ ]
1 1

1sup : 1, ,
t tq p

q

t d t d

d t d s ds s ds t d t Iρ ϑ− − −

− −

 
    = ≤ − ⊂    
    

 
∫ ∫ . 

Положим  
( ) ( ),t t t d t+ + ∆ = +  , ( ) ( ) ,t t d t t− − ∆ = −  , ( ) ( ) ( )t t t+ −∆ = ∆ ∪ ∆ , где [ ),I a b= , ( ),t a b∀ ∈ . 

Далее предполагаем,  что для любого ( ),t a b∈  

( )1
b

q

t

s dsρ − = ∞∫ , ( )0
b

t

s dsϑ−< ≤ ∞∫                                           ( )2  
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Обозначим через ( ) ( )1 0, , ,p pW Wρ ϑ ρ ϑ+ − соответственно множество всех локально 
абсолютно непрерывных на I  функций f , для которых конечен функционал 

( ) ( ) ( ) ( )1

1

'

p

b pp p

W
a

f t f t t f t dtρ ϑ−  = +    
∫                                      ( )∗  

и замыкание множества ( )0 ,pA C a b  по полунорме ( )∗ . 
Теорема. Пусть 1 p< < ∞  и выполнены условия ( )2 . Если 

( )
( )

( )
( )

1 1
1 1

1 1 1 1 1sup min ,
2 2

pp pp q
p

a t b t t

s ds s ds
p q

ϑ ρ
+ −

− −
+ −

< < ∆ ∆

                < ⋅                      
∫ ∫ , тогда уравнение ( )1  

является уравнением без сопряженных точек на интервале ( ),a b . 
Доказательство. В силу леммы достаточно доказать, что ( ), , 0F f a b >  для любой 

ненулевой функции ( )0 ,pf A C a b∈ . Так как ( )0 ,pA C a b  плотно в ( )
10

,pW ρ ϑ− , то условие леммы 
выполнено, если  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )'
b b

pp p

a a

t f t dt t f t t f t dtϑ ρ ϑ+ − < −  ∫ ∫                                     ( )3  

 

для всех ненулевых ( )
10

,pf W ρ ϑ−∈ . 

На основании условия ( )2  и работы  /3/ следует, что 
 

( ) ( ) ( ) ( ){ }
10

1

0
, : , , lim 0p p t a

W f f W f a f tρ ϑ ρ ϑ− −

→ +
= ∈ = =                                           ( )4  

 
Полагая 0a t= , определим последовательность точек ( )1 1 , 1,2,k k kt t d t k+

− −= + =  . Так как 

( )t d t b++ →  при t b→ , то 0 1 kt t t< < < <  , kt b→  и [ ) ( ) ( )
0 1

, k k
k k

a b t t
∞ ∞

+ −

= =

= ∆ = ∆  . 

Оценим интегралы справа в ( )3 . Так как в силу ( )4  ( ) 0f a =  для ( )1 ,pf W ρ ϑ−∈ , то по 
обобщеннному неравенству Харди 

 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

1

0 00 0

1

1 1 'sup
pt t

pp p p

t t t tt t

t f t dt pq s ds s ds s f s dsϑ ϑ ρ ρ
+

+ +

−

+ − + −

∈∆∆ ∆

  
≤       

∫ ∫ ∫ ∫                  ( )5  

 
Учитывая, что [ ] ( )1,t t t+⊂ ∆  и [ ] ( )0 ,t t t−⊂ ∆  для ( )0t t+∈∆ , из ( )5  имеем  
 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

1

0 00 0

1

1 1 'sup
pt t

pp p p

t t t tt t

t f t dt pq s ds s ds s f s dsϑ ϑ ρ ρ
+

+ +

−

+ − + −

∈∆∆ ∆

  
≤       

∫ ∫ ∫ ∫  

( )
( )

( )
( )

( )( )1
0

0 0

1

1 1sup
p

p

p p
W t

a t b t t

pq s ds s ds fϑ ρ +

+ −

−

− + −
∆

< < ∆ ∆

  
  ≤
  
  

∫ ∫                                           ( )6  

Для 1k ≥  имеем  

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )0 0

1 1
p p

p p
k k

t t

t f t dt t f t f t f t dtϑ ϑ
+ +

+ +

∆ ∆

   
   = − +
   
   

∫ ∫  
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( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )
0 0

1 1
p p

p
k k

t t

t f t f t dt t dt f tϑ ϑ
+ +

+ +

∆ ∆

   
   ≤ − +
   
   

∫ ∫ .                            ( )7  

Применяя опять обобщенное неравенство Харди, получим 
 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )0

0 0 0 0

1 1 1
1 1

1 'sup
p p q

pp pp q
k

t tt t t t

t f t f t dt p q s ds s ds s f s dsϑ ϑ ρ ρ
+

+ + − +

+ + −

∈∆∆ ∆ ∆ ∆

     
     − ≤
     
     

∫ ∫ ∫ ∫  

 

( )
( )

( )
( )

( )( )1

0 0

1 1
1 1

1sup
p k

p q
pp q

W t
a t b t t

p q s ds s ds fϑ ρ +

+ −

+ −
∆

< < ∆ ∆

   
   =
   
   

∫ ∫                         ( )8  

 
Используя формулу Ньютона – Лейбница и неравенство Гельдера, имеем 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

' ' '
k k kt t t

p p
k

t t t

f t f s ds f t f s ds f t f s s s ds f tρ ρ
−

= + ≤ + = + ≤∫ ∫ ∫  

( )
( )

( ) ( )
( )

( )

1 1

1 '

k k

q p
q

t t

s ds s f s ds f tρ ρ
− −

−

∆ ∆

   
   ≤ +
   
   

∫ ∫                                              ( )9  

 
Умножим обе части ( )9  на ( )tϑ−  и интегрируем по ( )kt t−∈∆ , а затем применяем 

неравенство Гельдера, тогда  

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

1 1

1 '

k k k k k

q p
q

k
t t t t t

f t t dt t dt s ds s f s ds t f t dtϑ ϑ ρ ρ ϑ
− − − − −

− − − −

∆ ∆ ∆ ∆ ∆

    
    ≤ + ≤
    
    

∫ ∫ ∫ ∫ ∫  

 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )

1 1
1

'2
k k

q p
pq

t t

t dt t f t t f t dtϑ ρ ϑ
− −

− −

∆ ∆

   
    ≤ +     

   
∫ ∫  

или  

( ) ( )
( )

( )( )1

1
1

12
p k

k

q
qq

k W t
t

f t s ds fρ −

−

−
∆

∆

 
 ≤
 
 

∫                                                ( )10  

В последнем соотношении учтено, что 

( )
( )

( )
( )

1 1

1 1
k k

p q
q

t t

t dt s dsϑ ρ
− −

− −

∆ ∆

   
    =
   
   

∫ ∫  

при 1,2,k =   
Из ( ) ( ) ( )7 , 8 , 10  имеем  

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )( )1

0 0 0

1 1 1
1

1 12 sup
p k

p p q
p q pq

W t
a t bt t t

s f s dt p q s ds s ds fϑ ϑ ρ
+ + −

+ − + −
∆

< <∆ ∆ ∆

     
     ≤ +
     
     

∫ ∫ ∫         ( )11  

 
Из ( ) ( )6 , 11  следует 
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( ) ( ) ( )
( )

( )
( )

( )( )1
0

0 0

1

1 1sup
p

p
b

p p p
W t

a t ba t t

t f t dt pq s ds s ds fϑ ϑ ρ +

+ −

−

+ − + −
∆

< < ∆ ∆

  
  ≤ +
  
  

∫ ∫ ∫

( ) ( )
( )

( )
( )

( )( )1

0 0

1 1

11 12 sup
p k

p q
pq p

W t
a t b t t

p q s ds s ds fϑ ρ
+ −

−− + −
∆

< < ∆ ∆

   
   + + ≤
   
   

∫ ∫

( )
( )

( )
( )

( )( ) ( ) ( )( )( )1 1
0

0 0

1 1

11 1 1sup 2
p p k

p q
pp p q

W t W t
a t b t t

s ds s ds pq f p q fϑ ρ +

+ −

−+ − − −
∆ ∆

< < ∆ ∆

   
    + + ≤
   
   

∫ ∫

( ){ } ( )
( )

( )
( )0 0

1 1

11 1 1max , 2 sup
p q

pp q p
p

a t b t t

pq p q s ds s ds fϑ ρ
+ −

−− − + −

< < ∆ ∆

   
   ≤ +
   
   

∫ ∫  

( ) ( ) { } ( )( )1

1 1 1

1 1 1 1 1 1 12 max ,2 min ,
2 2 p k

pb p q qp p p p
W t

a

t f t dt pq f
p q

ϑ+ − − −
∆

 
       ≤ ⋅ =       

        
∫  

{ } ( )( )1
1 1

1 1

1 1 1max ,2 min , 1
2 2 p k

pp p
p p p W t

pq f f
pq

− −
− − ∆

 
⋅ < ⋅ 

 
 

Отсюда  

( ) ( ) ( )( )1
p k

b
p p

W t
a

s f s dt fϑ+
∆

<∫ ⇒ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )'
b b

pp p

a a

s f s dt s f s s f s dsϑ ρ ϑ+ − < +  ∫ ∫ .  

Теорема доказана. 
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Сеткой Смоляка [1-2] называют  множество ( ...;,2,1=s 2,3,...;q = ( ) 12, −= sq qqsNN  ) 

{ }  
q

t t
j

sN
kk

s

j

s
sjllll

0 ...

121
1

1
21

,...,2,1,21:
2

12...,,
2

12,
2

12
= =++

−
=









=≤≤





 −−−

≡
νν

ν
νννσ .          (1) 

Количественным показателем свойства равномерности распределения сетки N...,ξ,ξ1  на 

единичном кубе [ ]0,1 s  является ее 2L -дискрепанс 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ,11...1

2/1

]1,0[

2

]1,0[
]1,(...]1,(

1
]1,(...]1,(

2/1

]1,0[

2

1
]1,(...]1,(

12 11

1

























−=





















−⋅⋅−−= ∫ ∫∑∫ ××

−
××

××

s s
ss

s

s dttξ
N

xx
N

A
...,ξ,ξL xx

N

k
kxxs

xx
N χχ  

(2) 
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