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Proof. First consider the case of spaces 
222 ,WPLM θ . 
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In our case: 
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Remark. Another approach to to the problem oвуf finding sufficient conditions for the 
boundedness of  in local Morrey-type spaces may be based on the inequality established by 
Sawer «Two Weight Norm Inequalities for Certain Maximal and Integral Operators». 
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where  any positive number less than 2/ pn  . 
The case of the assumption without 11 p≤θ is still an open question. 
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Пусть   ),0( ∞=I  ,  p≤1 ,  ∞<q , 1
'

11
=+

pp
 и  u ,  v ,  w  -   весовые функции,  т.е. 

неотрицательные, измеримые на   I . Пусть  W  - положительная строго возрастающая и 

локально абсолютно непрерывная функция на  I . Положим )(xw
dx

dW
≡  для п.в.  Ix ∈ .  

 В работе получен компактность интегрального оператора 
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При xxW =)( , 0=β  оператор (1) является оператором Римана-Лиувилля, который 

исследовался в работе [1]. А при 1=β , 1)( =su  оператор (1) получен  в работе  [2]. 
Критерий ограниченности из пространства  pL  в qL оператора (1) вытекает из результатов 
работы [3].   

Теорема 1.  Пусть 10 << α  , ∞<≤< qp1  , 0≥β  . Тогда оператор βα ,K  компактен 
из  pL  в qL   тогда и только тогда, когда ∞<A  и 
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Доказательство: Необходимость.  Пусть оператор βα ,K  компактен из pL  в qL . На 
основании теоремы 1 из работы [3] ,  ∞<A . 

Теперь докажем выполнение условий (2).  Для ∞<< t0   рассмотрим семейство 
функций 
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Покажем, что семейство функции (3) слабо сходится к нулю в pL . В силу теоремы об 
общем виде линейных непрерывных функционалов в Лебеговом пространстве, линейный 
непрерывный функционал в pL имеет вид: 
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0
∫
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Используя неравенство Гельдера выводим: 
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Для любого 'pLg ∈  последний интеграл в (4) стремится к нулю при  0→t ,  что 
означает слабую сходимость 0→tf  в pL  при 0→t . Тогда по свойству компактных 
операторов в банаховом пространстве 
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Из (5) и (6) следует, что 0)(lim
0

=
→

tA
t

, т.е. выполнено первое соотношение (2). Покажем 

второе соотношение (2). Из компактности оператора βα ,K  следует компактность 

сопряженного оператора *
,βαK  из 'qL    в 'pL . Для ∞<< t0  введем семейство функций 
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Из условия ∞<A , следует сходимость интеграла в (7). Покажем, что для любого 0>t  
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Для всех  qLf ∈ в силу (8) 
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Последний  интеграл стремиться к нулю при ∞→t , что  показывает слабую 
сходимость  ∞→tg в 'qL  при ∞→s .  В силу компактности *
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Откуда и из (10) получаем справедливость второго соотношения в (2). Утверждение 
теоремы в необходимую сторону доказана полностью.  
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компактности оператора  

∫=
b

a

dssfsxKxTf )(),()(  
 с ядром 

( )
.

)()(

)()()()(
),( 1

),(
α

βχ
−−

−
=

sWxW

swsxxvsu
sxK ba  

Который  удовлетворяет условию 

( )∫ ∫ ∫∫ ≤








−
=








−

b

a

b

a

p
q

x

a
p

pp
q

p
q

b

a

p dx
sWxW

dsswsuxvdxdssxK
'

')1(

''''

)()(
)()()(),( α

β

 

.)()(
)(

)( '
''

)1(∫ ∫ ∞<







≤ −

b

a

p
q

x

a

pp
q

q

dxdsswsu
xW

xv β
α  

Следовательно, по признаку Кантаровича, оператор βα ,K  компактен из ),( baLp  в 
),( baLq  что равносильно компактности из pL  в qL  оператора abab PKP βα , .  Из (11) имеем 

  .,,,,, βαβαβαβαβα KQPKPPKPPKPK babaaaabab ++≤−           (11) 
Покажем, что правая часть (12) стремится к нулю при ,0→a   ∞→b , тогда оператор  

βα ,K  как равномерный предел компактных операторов будет компактным из pL  в qL . 

Положим vPv aa ≡ , vPv abab ≡ , vQv bb ≡ ,  wPw aa ≡  и ∫ >=
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aa xdsswxW
0

0,)()( . Тогда на 

основании Теоремы 1 из работы [3], имеем:  
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Следовательно, 
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   Из (12)-(14) следует, что правая часть (11) стремится к нулю при ,0→a   ∞→b . 
Теорема 1 доказана.  

Теоремы 2. Пусть 10 << α  , ∞<<< pq1  , 0≥β  . Тогда оператор βα ,K  компактен 
из  pL  в qL   тогда и только тогда, когда ∞<B , где  
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Справедливость утверждение теоремы 2 непосредственно следует из Теоремы 2 работы 
[4] так как по теореме Андо ([4], §5), при ∞<<< pq1  всякий ограниченный оператор из pL  
в qL  является компактным. 
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Рассмотрим оператор Гильберта  

0
:

( ) ( )( ) lim
R y y x

f y f yTf x dy dy
x y x yδ

δ
→+

− >

= =
− −∫ ∫

 
Пусть p<0 , ∞<θ и пусть ω  будет неотрицательная измеримая функция  на ( )0;∞ . 

Обозначим через ,pLM θ ω  локальное пространство типа Морри, как множество  всех функции 

( )loc n
рf L R∈  

с конечной квазинормой: 

( ) ( ) ( )( ), , 0, (0, )
n

p p pLM LM R L B r L
f f r f

θ ω θ ω
θ

ω
∞

≡ =  

Через θΩ  обозначим множество всех неотрицательных измеримых на ( )0;∞ функции , 
неэквивалентных нулю, таких что  

( , )
( )

L t
r

θ
ω

∞
< ∞  для некоторого 0t >  

Пусть G R⊂  измеримое множество и пусть v неотрицательная измеримаянаG  
функция. Через ( ),p vL G  обозначим весовое pL  пространство всех измеримых на G функций 
для которых  

, ( ) ( )p v pL G L G
f vf= < ∞  

Через Н  обозначим  оператор Харди: 

( )
0

( ) ( ) , 0 .
r

Hg r g t dt r= < < ∞∫  

В следующей теореме приводятся условия на функции 1ω и 2ω  при которых  оператор  
Т, действующий из  

1
1, ,v

р

Lθ δ
в 

2
2, ,v

р

Lθ δ
, является компактным. 

Теорема. Пусть 
11 2 1

11 ,0 , ,0 ,p
p θθ θ δ ω< < ∞ < ≤ ∞ < < ∈Ω  и пусть 

22 θω ∈Ω . 

Более того, пусть 
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