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функциясының туындысы бар болады және ол келесідей болады: 
( ) [ ].,,)()()()()()()( baxxgxfxfxfxgxfxF ∈−=−=′ + ααββαβα  

Теореманың шарты бойынша ],[),()(,)()( baxxgxfdttgdttf
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∈′≥′≤ ∫∫  берілген, 

сондықтан 2-лемма бойынша: 
[ ]baxxgxf ,),()( ∈≤  

теңсіздігі орындалады. 0>α  болғандықтан [ ]baxxgxf ,),()( ∈≤ αα  орындалады. 
Сондықтан: 

( ) [ ].,,0)()()()( baxxgxfxfxF ∈≤−=′ ααβ  
Демек )(xF - бірсарынды кемімелі функция. Сондықтан интегралдың қасиеті бойынша: 

.0)()()()( ≤−= ∫∫ +
x
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x

a

dttftgdttfxF βαβα  

Сол сияқты екінші тұжырымды дәлелдеуге болады. 
[ ]⇒∈≥ baxxgxf ,),()( [ ] .0,,),()( >∈≤ ααα baxxgxf  Сондықтан: 

( ) [ ].,,0)()()()( baxxgxfxfxF ∈≥−=′ ααβ  
Демек )(xF - бірсарынды өспелі функция, яғни келесі теңсіздік орындалады: 

.0)()()( ≥− ∫∫ +
x

a

x

a

dttftgdttf βαβα  

Теорема дәлелденді. 
Ескерту. Егер attg −=)(  болса, онда 2-теоремадан 1-теореманың тұжырымдарын 

аламыз. 
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Алдымен [1] еңбектен негізгі анықтамалар мен мәліметтерді келтірейік. k -өріс, 

[ ] [ ]nXXkXk ,...,: 1= - көпмүшелілер сақинасы болсын. nn
n kkFFF →= :),...,( 1   

)),...,,(),...,,...,,((),...,,( 2121121 nnnn xxxFxxxFxxx →  
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[ ]XkFi ∈ түрдегі полиномиалды бейнелеуі берілсін. Мұндай полиномиалды бейнелеуді 
керіленетін деп атаймыз егер де  nn

n kkGGGG →= :),...,,( 21  полиномиалды бейнелеуі 
табылып, ),,...,( niii FFGX =   ,1 ni ≤≤ теңдіктері орындалатын болса.  

k -ақырлы өріс, nn kkF →:  полиномиалды бейнелеуі болсын. Егер  nn kkG →:  
полиномиалды бейнелеуі табылып,  кез-келген  nkx ∈  үшін xxFG =))((   орындалғанымен 
бұдан  F -тің керіленетіні шықпайды. Мысалы:  k -өрісі ретінде  2F -ні алайық, kkF →: ,  

2)( xxF = .  ,1)1(,0)0( == FF  11:,00: →→ FF  осыған кері  G  бейнелеуі  
11:,00: →→ GG  табылады.  2)(deg =xF  болғандықтан  )(deg2))((deg( xGxFG =  

2
1)(deg1)(deg2 =⇒= xGxG , 

яғни )(xG  полиномиалды бейнелеу болмайды.  Енді осы тұжырымды жалпы pF  өрісі 
үшін қарастырамыз, мұндағы 2≥p - жай сан.  

Тұжырым. pXXXFkkF +=→ )(,:  полиномиалды биективті бейнелеуіне pFk =  
өрісінде кері бейнелеу полиномиалды болмайды.   

Дәлелдеуі. Айталық pp FFF →: ,  piiiF +=)(  болсын. Ферманың кіші теоремасы [2] 

бойынша  )(mod pii p ≡ ,  iiF 2)( =  болады. Кез келген ji ≠  үшін ),()( jFiF ≠  өйткені   
1),2( =p  болғандықтан,  pF∈−12  табылады. Ал бұл )()( jFiF =  теңдігінен ji = теңдігіне 

алып келеді. Демек, )()( jFiF ≠ ,  F -биективті бейнелеу. Бірақ оған кері бейнелеу 
жоғарыдағыдай пайымдаулардан кейін полиномиалды болмайтындығын түсінеміз.  

Кері полиномиалдық бейнелеулерде  зор маңызға ие болып тұрған дәреже ұғымы көп 
айнымалыдан тәуелді полиномиалдық бейнелеулерде шектеуші фактор болып табылмайды. 
Айталық, k -сипаттамасы 0 тең өріс болсын. nn kkF →:  полиномиалды бейнелеуі  

,1),,...,,...,(),...,,( 2
121 ≠+→ iXXXXXXX niin  ережесімен берілсін. Бұл бейнелеудің 

биективті екендігі айдан анық. Ал оған ,1),,...,,...,(),...,,( 2
121 ≠−→ iXXXXXXX niin

ережесімен анықталған бейнелеу F -тің кері полиномиалды бейнелеуі болады.  
Енді кері бейнелеулерге қатысты [1] әдебиеттегі белгілі проблемалармен 

таныстырайық.  Берілген F  полиномиалды бейнелеуіне полиномиалды кері бейнелеу табыла 
ма, жоқ па деген сұраққа қалай жауап беруге болады.   XXFG =))((  мұндағы  

),...,( 1 nXXX = және әрі қарай тізбек ережесімен    
IXJFXFJG =)())()((  

Анықтауышты тапқаннан кейін бізге келесіні аламыз 
1)(det))((det =XJFXFJG  

Бұдан екі анықтауыштың да  [ ]XK -тің элементі екенін көреміз және [ ]Xk -тің 
элементтері нөлден өзге тұрақты элементтер, яғни *kJF ∈ . Сонымен, егер  nn kkF →:  
керіленетін болса, онда  *det kJF ∈ . Бұл шарт « *det kJF ∈ »  Якобиан шарты деп аталады 
және  Якобиан шартын қанағаттандыратын nn kkF →:  берілген полиномиалды бейнелеуі 
Келлер бейнелеуі деп аталады. Келлер бейнелеуі керілене ма деген сұраққа жауап жок, егер  
k - сипаттамасы p >0 өріс болса. Мысалы: n=1 және  [ ]XkXXXF p ∈−=)( . Бұдан 

1det =JF ,  F  иньективті болмағандықтан  0)1()0( == FF .  11)( 1, =−= −ppxXF . Кері 
функциясы жоқ.  

   Енді k сипаттамасы 0-ге өріс деп алайық. Бұл кезде егер n=1 болса  *)( kXF ∈′  шарты 
мына µλ += XXF )(  түрде болады, кез келген  *k∈λ және  k∈µ .  F керіленеді және былай 
есептеледі:  
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µλλ 11)( −− −= XXG , 
xXXGXFG =−+=+= −− µλµλλµλ 11 )()())((  

 
Яғни  n=1 жағдайда  *det kJF ∈  шарты  F -тің керіленуі үшін қажетті және жеткілікті 

шарт. Алайда  2≥n   болған жағдайда біз бұл тұжырымының дұріс не теріс екенін білмейміз. 
Бұл проблема әйгілі Якобиан гипетезасы деп аталады. 

K -өрісінің орнына Z  бүтін сандар сақинасын алғанда шығатын жоғарыдағы 
сұрақтардың аналогін 1939 жылы Келлер тұжырымдады. Келлер сұрағы Якобиан 
гипотезасымен эквивалент, сондықтан көптеген авторлар Якобиан гипотезасына «Келлер 
проблемасы» деп қарайды. Якобиан гипотезасы кейінірек Стив Смэйлдің «Келесі ғасырдың 
математикалық проблемалар» еңбегінде 18 ашық проблеманың 16-шысы болып кездеседі.  

Керілену проблемасын шешу үшін біз екі жолмен жүреміз: 
1. Якобиан шартымен бірге қажет шарттарды қосу арқылы жеткілікті шарт алу; 
2. Керіленуді сипаттау үшін толығымен жаңа мүлдем өзгеше бағыт ойлап табу. 
Шындығында Якобиан шартына бірнеше шартты қосу арқылы керіленуді қамтамасыз 

етуге болады. Сондай шарттардың бірі [ ]Xk  [ ] [ ]nFFkFk ,...,: 1=  осының үстінде бүтінділік 
облысы болады. Тағы бір шарт )()( XkFk ⊂  бұл Галуа шарты. Ал керіленуді табудың жаңа 
жолы Гребнер базисі теориясына негізделген нәтижесі болып табылады. Якобиан 
гипотезасының критерийі барлық осьтерде ғана жұмыс жасап қоймай, егер  nn kkF →:  
полиномиалды бейнеленуі керіленетін болса, оның керісін есептейді.  

Бұл нәтижелерді қолдана отырып Мак Кей және Ванг 1988 жылы 
nn

n kkFFF →= :),...,( 1  полиномиалды автоморфизмінің толығымен 2n  0)( =ji XF  
көпмүшелерімен толығымен анықталатындығын тапты. Бұл көпмүшелер бастапқы F  
бейнелеуін құрастыруға мүмкіндік береді. Полиномиалды автоморфизмдерді 
қарастырғандағы тағы бір нәтиже k  сипаттамасы 0-ге тең алгебралық тұйық өріс болсын. 
Егер nn kkF →:  иньективті бейнелеу болса, онда F  полиномиалды автоморфизм болады. 
Осы нәтиженеі пайдалана отырып Якобиан гипотезасын келесідей тұжырымдауға болады: 

)(det:)( zJFzF =′ , nkz ∈  
Онда Якобиан гипотезасы келесі тұжырымға эквивалент: егер )()( bFaF = , nkba ∈≠  

болса, онда 0)( =′ zF , nkz ∈  болады. 
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