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матрицасының анықтауышы 0-ден өзгеше болуы қажетті және жеткілікті. 
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Линейное пространство А над полем k, снабженное билинейной операцией ,yx ⋅  

называется дуальной алгеброй Лейбница [1], если для любых Azyx ∈,,  выполняется 
тождество  

 
                                                   )()()( zyxyzxzxy += .                                                        )1(  
 
Алгебра А называется нильпотентной, если существует целое N такое, что 

левонормированное умножение любых N элементов алгебры А равно нулю, т.е. 
 
                                           .0)))((( 121 =⋅⋅⋅ −  NN aааа  
 
Минимальное N с таким свойством называется индексом  нильпотентности. Используя 

тождество )1(  не сложно заметить, что, если А нильпотентная дуальная алгебра Лейбница с 
индексом нильпотентности N, то произведение любых N элементов с произвольной 
растановкой скобок равно нулю. 

А.С. Джумадильдаев и К.М. Туленбаев [2] доказали что, каждая конечномерная 
дуальная алгебра Лейбница над комплексным полем является нильпотентной, они также 
классифицировали дуальные алгебры Лейбница размерностей 3≤  над алгебраически 
замкнутым полем. В данной работе мы изучили дуальные алгебры Лейбница размерностей 1 
и 2 над полем характеристики 0 и показали,  что они является нильпотентными. 

 
Теорема 1. Пусть А – произвольная дуальная алгебра Лейбница размерности  1 над 

полем k характеристики 0 и 1е - его базис. Тогда .011 =⋅ ее  
Доказательство. Пусть   
 
                                                   111 eee α=⋅   , где .k∈α                                                      (2) 
По тождеству (1) имеем 
 

                                              ).(2)()( 11111111111 eeeeeeeeeee ⋅⋅=⋅+⋅⋅=⋅⋅  
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Используя (2) получим  
 

1
2

11111 )( eeeeee αα =⋅=⋅⋅  и .22)(2 1
2

11111 eeeeee αα =⋅=⋅⋅  
 
Тогда 22 2αα = . А это возможно только при 0=α . Следовательно, .011 =⋅ee  □ 
 
Следствие 1. Любая дуальная алгебра Лейбница А размерности 1 над полем k 

характеристики 0 является нильпотентной  с индексом нильпотентности 2. 

Доказательство. Пусть 11 ea α=  и 22 ea β=  – произвольные элементы алгебры А, где 
k∈βα , . По теореме 1 имеем 0)( 2121 =⋅=⋅ eeaa αβ . Следовательно, индекс 

нильпотентности равен 2. □ 
 
Теорема 2. Пусть А – произвольная дуальная алгебра Лейбница размерности 2 над 

полем k характеристики 0 и 1е , 2e  – его базис. Тогда 211 eее α=⋅ , где α =0 или *k∈α , 
021 =⋅ ee , 012 =⋅ ee , .022 =⋅ee  

Доказательство. Пусть 

                                                   

1 1 1 1 2 2,

1 2 1 1 2 2,

2 1 1 1 2 2,

2 2 1 1 2 2 ,

e e e e
e e e e
e e e e
e e e e

α α

β β

γ γ

ε ε

⋅ = +
 ⋅ = +


⋅ = +
 ⋅ = +

                                                       (3) 

где k∈21212121 ,,,,,,, εεγγββαα . 
Используя тождество (1) получим соотношения 1) – 8).  
1) ( ) )(2)( 11111111111 eeeeeeeeеее ⋅⋅=⋅+⋅⋅=⋅⋅ .  
По (3) имеем  
 

( ) ,)()( 22221112
2
1111 eeеее γαααγαα +++=⋅⋅

2
1 1 1 1 2 1 1 1 2 2 2 22 ( ) (2 2 ) (2 2 ) .e e e e eα α β α α α β⋅ ⋅ = + + +  

Тогда 

                                                   .02

,02

222221

1212
2
1

=−+

=−+

γαβααα

γαβαα

                                                  

(5)

)4(

 

 
2) )()( 21121121 eeeeeeee ⋅+⋅⋅=⋅⋅ . 
По (3) имеем 
 

=⋅⋅ 121 )( eee ,222112221111 eeee γβγβαβαβ +++  

2
2
222121212121111121121 )()()( eeeeeee βγββαγαββγββαγα +++++++=⋅+⋅⋅ . 

Тогда  
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.0

,0

2
212

12212111

=+

=−++

βγα

γβββγβγα

                                                        (7)

)6(
 

 
3) 121211 )()( eeeeee ⋅⋅=⋅⋅ . 
По (3) имеем 
 

2222111211211 )()()( eeeee εαβαεαβα +++=⋅⋅ . 
Тогда 

                                                    .0

,0

22122221

2112

=−−+

=−

γββαεαβα

βγεα

                                      (9)

)8(

 

 
4) )(2)( 221221 eeeeee ⋅⋅=⋅⋅ . 
По (3) имеем 
 

,)()()( 22221112
2

1221 eeeee εβββεββ +++=⋅⋅

2222111211221 )22()22()(2 eeeee βεαεβεαε +++=⋅⋅ . 
Тогда 

                                                   .02

,022

222121

121112
2

1

=−−

=−−+

βεαεββ

βεαεεββ
                                       

(11)

)10(
 

 
5) )(2)( 222222 eeeeee ⋅⋅=⋅⋅ .  
По (3) имеем 
 

,)()()( 2
2
22111211222 eeeee εβεεεβε +++=⋅⋅  

2
2
22111211222 )22()22()(2 eeeee εγεεεγε +++=⋅⋅ . 

Тогда 

                                                    .02

,02

21
2
221

112111

=−+

=−+

βεεγε

βεεεγε

                                                  (13)

)12(
 

 
6) )(2)( 112112 eeeeee ⋅⋅=⋅⋅ . 
По (3) имеем  
 

,)()()( 2
2
22111211112 eeeee γαγγγαγ +++=⋅⋅

 
2222111211112 )22()22()(2 eeeee εαγαεαγα +++=⋅⋅ . 

Тогда 

                                                  .022

,02

2
2212221

121211

=−−+

=−+

γαγεαγα

γγεαγα
                                        

(15)

)14(

 

 
7) )()( 21122122 eeeeeeee ⋅+⋅⋅=⋅⋅ . 
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По (3) имеем 
 

,)()()( 2222111211122 eeeee γεαεγεαε ++++=⋅⋅  
2222221211121211

2
121122 )()()( eeeeeee εβεγγβγγεβεγγβγ +++++++=⋅+⋅⋅ . 

Тогда

 

                                                    .0

,0

21222121

1211121211
2
1

=−++

=−−+++

αεεβγβγγ

γεαεεβεγγβγ
                     

(17)

)16(

 

 
8) 212122 )()( eeeeee ⋅⋅=⋅⋅ . 
По (3) имеем 
 

.)()()( 2222111211212 eeeee εγβγεγβγ ++=⋅⋅  
 

Тогда 

                                     012111211 =−−+ εγβγγεαε .
                                                             

)18(
                  

 
 
Из равенства (5) следует, что 02 =α  или 02 221 =−+ γβα . Из равенства (12) следует, 

что 01 =ε или 02 121 =−+ βεγ . Отсюда можно выделить следующие 4 случая. 
 
Случай 1. 02 =α , 01 =ε . Тогда из равенств (5) – (18) получаем следующую систему 



















=
=+

=+

=

=
=

=
=====

⇒





























=−
=++

=−+

=−

=−
=

=−
=−

=−
=

=

=−++
=

==

.0
0

0

0

0
0

0
0

0
0

0

02

0
0

0
02

0
0

0

0
0

0

11

2121

11
2
1

2
2

21

2
1

21

12221

1121

222121

1211
2
1

2
221

2111

2
2

2122

21
2

1

2221

12

2
2

12212111

2
1

12

γβ
γβγγ

γβγ

γ

γγ
β

γβ
εεβαα

γβεγ
εβγβγγ

γεγβγ

γγα

γγγα
ε

ββεβ
εββ

γββα
γβ

β

γβββγβγα
α

εα

 
Отсюда 012112221 ======== γγβεεβαα . 
 
Случай 2. 01 =ε , 02 ≠α , 02 221 =−+ γβα . 
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2 1 2

1
2
1 2 1 2 1

1 1 1 1 1 2 2 1
2

2 1 2

2 1
2

2 2 2 1 2
2

1 1 2

2 2 1 2
2
2
2 2
1 2 2 2 2 1
2
1 1 1 2 1

1 1 2 1 1 1 1 2 2 2

1 2 1 1

2
0

2 0
2 0

0
0

2 0

2 0
0

0

4 2 0

0
2 2 0

0

γ α β
ε

α α β α γ
α γ α β β β β γ

α γ β
β γ

α ε α β β

β β ε
β ε β β

ε

α β α ε α γ

γ β γ ε γ
α γ β γ α β β β β ε
γ ε β γ

= +
 =
 + − =


+ + − =
 + =
 =


− − =


− =
 − =

=

− + − =

+ − =
+ + + + =
− =

1 2

2 1 2
1 2 12

1 2 1 2 1
2 1 2

1 1 1 1 1 2 2
1 22

2 1 2

2 1
2

2 1 2
2

1

1 2
2 2
1 2 2 1
2
1 1 1

1 1 2 1 1 1 1 2

1 1

0
2

0
2 0

2
2 0

2
0

0

2 0

0
0

4 0

0
2 2 0
0

ε ε
γ α β

ε ε β
α α β α γ

γ α β
α γ α β β β

α α
α γ β
β γ

α β β

β
β β

α β α γ

γ β γ
α γ β γ α β β β
β γ

= =
 = + = = = + − =

= +
+ + =

+ + =
 =
⇒ + = ⇒
 =

  =
 

− − = 
  + = 
  + + + =
 

= 

1 2 1

1 1
2

2 1 2

2 1
2
2
2 2
1 2 2 1
2
1

1 1 2 1

0
0

0
0

0

4 0

0
2 0.

β α γ
α γ

α γ β
β γ

β

α β α γ

γ
α γ β γ




 − =


=
 + =
 =
 =


− − =


=
 + =

Отсюда 012112221 ======== γγβεεβαα . 
 
Случай 3. 02 =α , 01 ≠ε , 02 121 =−+ βεγ .
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Отсюда 012112221 ======== γγβεεβαα .

 

 
Случай 4. 02 ≠α , 01 ≠ε , 02 221 =−+ γβα , 02 121 =−+ βεγ .
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2 1 2 1

1 2 1
2
1 2 2 2 1

1 1 2 2 2 1 1 2
2
2 2 1

2 1 2 1
2 2
2 1 2 1 1 1

2
2 1 1 2 1
2 2
1 2 2 2 2 1
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1 2 1

1 1 2 1 2 2 1 2 2 1
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2

2 3 0
3 3 5 0

0
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4 0

2 3 0

4 2 0
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β α γ
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ε γ β ε α ε

ε α ε β ε
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γ β ε
α γ β γ β ε α ε α ε
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

= +
 + + =
 + + + =

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 − = ⇒
− + + + =
 + + =

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
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 + + + − =
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β ε β γ

β α γ
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ε β ε
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
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 = +


+ =
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
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 + =
 + =

 

 
Из седьмого равенства последний системы и из предположения того, что 02 ≠α , 01 ≠ε , 

следует 2 0β ≠ , 1 0.γ ≠  С учетом того, что 2 0β ≠ , из последней системы получаем также 
01 =γ . Полученное противоречие показывает, что случай 4 невозможен.□ 
 
Следствие 2. Любая дуальная алгебра Лейбница А размерности 2 над полем k 

характеристики ноль является нильпотентной с индексом нильпотентности 2 или 3.  
Доказательство. Пусть ,2211 eea αα +=  ,2211 eeb ββ +=  2211 eec γγ +=  – произвольные 

элементы алгебры А, где 1 2 1 2 1 2, , , , , kα α β β γ γ ∈ . По теореме 2 имеем  
 

1 1 2 2 1 1 2 2( )( ) 0,a b e e e eα α β β⋅ = + + =  если 0.α =  
 

1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2( ) ( )(( )( )) ( )( ) 0,a b c e e e e e e e e eα α β β γ γ α α β γ⋅ ⋅ = + + + = + = если *.kα ∈ □ 
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