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УДК 517.95 

БІРФАЗАЛЫ БІРАЙНЫМАЛЫ СТЕФАН ЕСЕБІНІҢ  

АУЫСПАЛЫ ФАЗАНЫҢ ЖАЛПЫЛАНҒАН ШЕШІМІНІҢ ҚҦРЫЛЫМЫ  

 

Мҧқанов Сҧлтан Тлеулиевич 

Sultan78@mail.ru 

Л. Н. Гумилев атындағы Еуразия ұлттық университетінің 2 курс магистранты 

Астана, Қазақстан 

Ғылыми жетекші – З.Н. Сыздыкова  

 

Таза затта фазалық ауысудың шекарасы мен температурасының ӛрісін анықтау есебі 

Стефан есебі деп аталады. Ол бұрыннан былай шартталған:зерттелген   облысы 0t  

уақыт моментінде оның қатты және сұйық фазалары орналасқан екі )(t  және )(t  

aнықталуға тиіс ішкі облыстарға қандайда бір )(tГ  тегіс жазықтықпен бӛленеді. Қатты және 

сұйық фазаның анықтамасы қатаң түрде берілмеген. Егер тұрақты *  зерттелетін заттың 

балқу температурасы болса, ортаның температурасы сұйық фазада * - дан аз емес, ал қатты 

фазада кӛп емес деп есептеледі. )(t  облысының әрқайсысында ортаның ),( tx

температурасы жылу ӛткізгіштіктің  

fdiv
t

c 



)( 


                                                     (1) 

теңдеуін қанағаттандырады. Мұндағы ),( txf - жылу кӛзін сипаттайтын функция,  – 

ортаның тығыздығы,    – жылу ӛткізгіштік коэффиценті, c  – тұрақты кӛлемдегі жылу 

сыйымдылық коэффиценті. 

Әдетте, бұл коэффициенттер сұйық және қатты фазаларда әртүрлі және сәйкесінше 

тұрақты болып алынады. Мысалы, сұйық фазада Lcc  , қатты фазада Scc  . Барлық жерде 

SLSL cc  ,,,  , температураның белгілі қатаң оң функциялары деп есептеледі [1].  

Ізделінетін фазалық ауысу )(tГ  бетінде, балқу температурасы мен ортаның 

температурасының 

*),(  tx                                                            (2)                                              

теңдігінен басқа, Стефан шарты орындалады: 















v
LVv


                                                        (3) 

мұндағы vV  - фазалық ауысу бетінің )(tГ оған жүргізілген  нормалының бағытымен орын 

ауыстыру жылдамдығы. ][  символымен қатты және сұйық фазалар жағынан фазалық ауысу 

бетіне жақындағандағы   шамасының айырымы белгіленген: 

),(lim),(lim][
** ),(),(),(),(

txtx
tГtxtГtx


 

  

Оң тұрақты L  жасырын меншікті балқу (кристалдану) жылуы деп аталады, ол балқу 

температурасына тең ӛзгермейтін температурада қарастырылған заттың бірлік массасын 

қатты күйден сұйыққа айналдыруға қажет энергияның минимал мӛлшеріне тең [2]. 

1960 жылы С.Л.Каменомостская мен О.А.Олейник Стефан есебінің жаңа 

тұжырымдамасын ұсынды. Атап айтқанда, Стефан есебін  *   нүктесінде бірінші текті 

үзілісті болатын және осы нүктеде бірмәнсіз анықталған:  

]0,[ LU  ,*   

 




0

LdcU S *  ,    



0

dcU L *   
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болғанда,  үзілісті )(U  функциялы  

fdiv
t

U





)(                                                             (4) 

теңдеуін ),0( TT  облысының барлық жерінде қанағаттандыратын үзіліссіз ),( tx  

функцияны анықтау туралы бастапқы - шеткі есеп ретінде қарастыруға болады. Сонда (4) 

теңдеуі жалпыланған 
t

U




функцияның жалпыланған fdiv  )(  функциясына тең болуы 

туралы үлестірілу теориясы мағынасында орындалады. Сонымен, егер    облыстың 

шекарасында Tt   болғанда ),( tx нӛлге айналатын жеткілікті тегіс функция болса, онда (4) 

теңдеуі жоғарыда кӛрсетілген қасиеттері бар кез келген  функциясы үшін дұрыс болатын  

 
 









T

dxUdxdtf
t

U
t 0

}{ 


                                 (5) 

интегралдық тепе - теңдікке эквивалентті.  

Соңғы жылдары Стефан есебінің ауыспалы фаза деп аталатын сұрағы кӛп 

қарастырылған. Жұмыста бастапқы уақыт моментінде болмайтын ауыспалы фазаның 

жалпыланған шешімі құрылған. 

Бірайнымалы кеңістікті қарастырайық. Ω облысы  интервалы болсын, және  

    TttRxtxT   0,1:,  
облысы қатты фазамен 

    TtxtRtxT   0,1:,  
облысы қатты фазамен, 

      TttRxtRtxT   0,:,  

 облысы ауыспалы фазамен толған процес ӛтеді делік.  tR  және  tR  функциялары 

үздіксіз дифферециалданады деп жорамалданған. Күшті үзілісті қозғалыстың анықтамасы 

бойынша  tRx   және  tRx   сызығынан тыс барлық жерде қозғалыс үзіліссіз, яғни T  

және T облыстарда (1) теңдеуі (4) теңдеуіне, ал 
T  облыста 

f
t

U





                                                                       (6) 

теңдеуіне эквивалентті және  мен  сәйкес тұйық облыстарда  (1) немесе (4) және (6) 

теңдеулерге кіретін үзіліссіз туындылары бар функциялар. Сонымен қатар,  және U

функцияларының кӛрсетілген облыстарда тегістігі  , cжәне f функциялардың анық тегіс 

екендігін атап қеткен жағдайда, (4) теңдеудің шешімінің құрылымы мен параболалық 

теңдеулер шешімдерінің дифференциалдық қасиеттері туралы болжамнан шығады. 

Егер фазалық ауысу бетініңжылдамдығы  функциясының уақыт 

бойынша туындысы, ал меншікті ішкі энергия сұйық фаза жағынан алғанда  tRx 

сызығында нӛлге тең, қатты фаза жағынан алғанда  tRx  сызығында  - ге тең екенің 

ескерсек, онда  

0])([  GvVvF v                                                        (7) 

ӛрнектен (онда 
x

GUF






 ,,0 )  келесі қатынастар шығады 

        ttR
x

t
dt

dR
LtRU S ,00 




 


 

 ,                                    (8) 

       ttR
x

t
dt

dR
ttRU L ,0,0 




 


 

 ,                                    (9) 
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Бұл шарттар және 0t бастапқы шартпен 1x шекаралық шарттарды қоса алғанда 

матеметикалық модельді тұйықтау үшін жеткіліксіз. Яғни, қосымша болжамдар қажет.  

    000 xRR    және 0t  болғанда    tRtR                     (10) 

ауыспалы фазаның болатынын зерттейік.  

Осы жағдайда берілген есепке қойылған нақты шарттар орындалғанда (8) немесе (9) 

шеттік шарт екі тәуелсіз шартқа, ал алғашқы есептің ӛзі тізбектей шешілетін үш автономдық 

есепке бӛлінеді екен. 

 Айталық, ),( txf үзіліссіз және 0)0,( 0 xf болсын делік.  балқу температурасын 

нӛлге тең деп есептеуге болады. Ұйғарым бойынша,  облысында  температура оң емес, 

ал оның )(tRx  оң жақ шекарасында нӛлге тең. 

 Демек, 

   0,0 


  ttR
x


                                                                  (11) 

Осы сияқты 

   0,0 


  ttR
x


                                                                 (12) 

Анықтамасы бойынша ауыспалы фазада меншікті ішкі энергия  0,L интервалынан мәндер 

қабылдайды басқаша айтқанда, 

   ,00  LtRU    00  LtRU                 (13) 

(9) ӛрнекті (12) пен (13) ӛрнектермен салыстырып, 

  0


t
dt

dR
 

болатының кӛреміз. Бірақ онда (10) – ден ең болмағанда аз уақыт интервалында  

  0


t
dt

dR
 

болатыны шығады. (8), (11) және (13) – тең соңғы теңсіздік тек 

   00  LtRU    0,0 


  ttR
x


    (14) 

орындалғанда ғана бар болуы мүмкін. Сонымен қатар, (8), (11) және (13) ӛрнектерден  

– кемімейтін функция, ал  (10) ӛрнектен және соңғы фактіден  қатаң ӛспелі функция 

болатыны – екінші нұсқа да болуы мүмкін. 

 Бірақ, бұл тек 

   0,0  ttRU ,    0,0 


  ttR
x


                                              (15) 

орындағанда ғана дұрыс болады.  

Қашан қандай нұсқа орындалатының білу үшін    0,0  ttR теңдеуін уақыт 

бойынша дифференциалдаймыз: 

        0,0,0 







 


 ttR
t

t
dt

dR
ttR

x


. 

Егер  (14) қатынас орындалса, онда (14) – тің екінші теңдеуінен, соңғы теңдіктен, (1) 

теңдеуден 

     ttRfttR
x

,
1

,0
2

2
 








 

екені шығады. 

),( tx функциясы үшін әрбір белгіленген  мәнінде )(tRx  болғанда мына ӛрнек 

дұрыс болады: 
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    
 

  2

2

2

2

2
,0, tRxo

tRx
ttR

x
tx 



 









 . 

Соңғы екі қатынасты және )(tRx   болғанда температураның қатаң теріс болатынын 

ескеріп, 0)0,( 0 xf болғанда бірінші варианттың ((14)-теңдеу) орындалатының кӛреміз. 

Осыған ұқсас 0)0,( 0 xf болған жағдайда екінші вариант ( (15)- теңдеу) орындалады. 

 Болжауымызда (14)  шарттары орындалсын. Онда T облысты анықтайтын  )(tR

функция және осы облыстағы  температура (1), (2) шарттардан, (14) – қатынастың екінші 

шартынан, 1x шекарасындағы шеттік шарттан және 0t болғандағы бастапқы шарттан 

табылады. Осы модель тұйық болады. 

 Айталық,  tR функциясы табылды делік. Онда  (6) теңдеуді интегралдау арқылы 

және (14)  ӛрнектің бірінші шартын қолданып,  tRx  қисығынан жоғары барлық жерде 

 txU , функциясын анықтаймыз: 

 
 

,,  dxfLU

t

xr




                                                       (16) 

мұндағы  xrt  сол  қисығының ӛзін анықтайды.  

 T облысты анықтайтын  tR функцияжәне осы облыстағы температура (1) 

теңдеуден,  және (9) шарттардан, 1x болғандығы шеттік шарттан және 0t болғандағы 

бастапқы шарттан анықталады. (9) шеттік шартта U функциясы (16) қатынаспен берілген [3]. 
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Дифференциалдық теңдеулер үшін қойылған кері есептер депосы теңдеулердің 

шешімі туралы белгілі мәліметтер бойынша дифференциалдық теңдеудің ӛзін анықтауды 

айтады [1-3]. Кӛптеген қолданбалы мәселелер дифференциалдық теңдеулер үшін 

қойылғанкері есептергекелтіреді.Дифференциалдық теңдеулердің кӛпӛлшемдікері есептері 

Адамар мағынасындакорректілі емес.Сондықтан кері есеп шешімінің жалғыздығы 

мәселесінің маңызы зор.Корректілі емес кері есептердің Тихонов мағынасындағы шартты  

корректілігін анықтау қажет [3-5].  

Кері есептер бірінші текті операторлық теңдеулерге келтіреді. Дербес жағдайда, 

гиперболалық теңдеулер үшін қойылған кейбір кері есептер бірінші текті Вольтерра 

типіндегі интегралдық теңдеулерді зерттеуге редукцияланады. Сондықтан бірӛлшемді кері 
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