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УДК  521.81  

БАЗИС УНИВЕРСАЛЬНОЙ МУЛЬТИПЛИКАТИВНОЙ ОБЕРТЫВАЮЩЕЙ 

АЛГЕБРЫ АЛГЕБРЫ НОВИКОВА 

 

Нурпан Гулимай Косымжановна 

gulimay_92@mail.ru 

Магистрант ЕНУ им. Л.Н. Гумилева, Астана, Казахстан 

Научный руководитель – А.С. Науразбекова 

 

Пусть k – произвольное поле. Алгебра   над полем  k называется алгеброй Новикова 

[1], если выполняются тождества  

 

                                               )()()()( zyxyxzyzxzxy  ,                                               (1) 

  

    )()( xzyyzx   для Azyx  ,, .                                               (2) 

 

Через      будем обозначать универсальную мультипликативную обертывающую 

алгебру (см., например, [2])  алгебры   . Напомним, что      является ассоциативной 

алгеброй с 1, порожденной операторами левого умножения xl
 
и правого умножения xr , где 

   . Из (1) и (2) непосредственно вытекают определяющие соотношения алгебры     : 

 

 jiijji xxxxxx rrrrr , , 

 

ijji xxxx rlr  , 

 

jiijijji xxxxxxxx llllrrl  , 

 

ijji xxxx llll  . 

 

Линейный базис алгебры      описывает следующая 

 

Теорема 1.  Пусть   – алгебра Новикова с линейным базисом ,...,...,, 21 kxxx . Тогда 

базис универсальной мультипликативной обертывающей алгебры      алгебры   состоит из 

слов вида 

 

                                                         ,...
21 sjjj xxx ttt                                                   (3) 

 

где   lrt , , sjjj  ...21 , 0s . 

 

Доказательство. По определению      является ассоциативной алгеброй с 

порождающими    
     

      , и определяющими соотношениями 

 

     0, 
jiijji xxxxxx rrrrr  ,      ,                                          (4) 

 

  0
ijji xxxx rlr  ,      ,                                             (5) 
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0
jiijijji xxxxxxxx llllrrl  ,      ,                                              (6) 

 

 
0

ijji xxxx llll  ,     .                                                  (7) 

 

Положим 

 

............
2121


ss xxxxxx lllrrr                                       (8) 

Пусть      – произвольные ассоциативные слова в алфавите ,...,...,,,...,,...,,
2121 ss xxxxxx lllrrr . 

Положим     , если выполняется одно из следующих условий: 

1)    vdud rr  , где rd  – функция длины по переменным 
ixr ;  

2)    vdud rr  ,    vdud   , где  – функция общей длины по переменным 
ji xx lr , ;  

3)    vdud rr  ,    gdfd   и   предшествует   относительно лексикографического 

порядка слева направо (см. [3]).
 kji   

Относительно порядка   старшими членами правых частей равенств являются слова вида  

ji xx rr (   ), 
ji xx lr (    ), 

ji xx rl  (   ), 
ji xx ll       . Следовательно, они образуют 

композицию (см. [4]) с основами 
kji xxx rrr1  при kji  , 

kji xxx lrr2  при kji  ,  

kji xxx llr3  при kji  , 
kji xxx rlr4  при kji  , 

kji xxx lrl5  при kji  , 

kji xxx lrl6  при kji  , 
kji xxx rll7  при kji    

kji xxx lll8  при kji  . Вычислим 

эти композиции (ниже сравнение   означает равенство по модулю слагаемых со старшими 

членами ,...2,1,  ii  см. [5]). 

Случай 1.  
kji xxx rrr1   при kji  . Имеем 

       

         

         

       

             

           

           

                    

         0

)()(

,,,,,,

,,,,,,,,,,,,

,,,,,,

,,,,,,

,,,,,,

,,,,

,,,,

,,,,

,,,,



















jikkjiikj

kjijikikjjikkjijikikjikjkji

kjijikjikkjiikjikj

kjijikjikijkkjiikjikjijk

kjijikjiijkkjiikjikjjk

kjijikjikkjiikjikj

kjijikikkjiikikj

kjijkiikkjikiikj

kjijkikjikijkjjkkjikjiijji

xxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

rrr

rrrrrrrrrrrrrrr

rrrrrrrrrrrr

rrrrrrrrrrrrrrrrrr

rrrrrrrrrrrrrrrr

rrrrrrrrrrrrrr

rrrrrrrrrrrr

rrrrrrrrrrrr

rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr

 

  

Случай 2.  
kji xxx lrr2  , при kji  .  Имеем 
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     

       

         

                   

        0

)(

,,

,,,,

,,,,

,,















jikjikijkijk

ijkjkijikjikijkjikjkijikjikjik

jkiikjkijjikjkiikkikijjikkij

jkiikjjikkijjkiijkjikkij

jkikjikijjkkjikjiijji

xxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

r

rrrrr

rlrllrrrllllrrrlrr

rrlrrlrrrrrrlrr

rrlrlrrrlrrlrrrrr

 

 

Случай 3.   
kji xxx llr3  , при kji  .  Имеем   

 

        0
jkiijkjkikijjkkjikijji xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx rrllrlrllllrlrlr  

 

Случай 4.  
kji xxx rlr4  ,  при       .  Имеем 

 

   

    

   

                      

        0

,

,











 kijkijikjijk

ikjijkikjkijkijijkikjijkikjkijijk

ikjkijjikjkijikkij

ikjkijjkiikkij

kjijkijkikijkjjkjkkjikijji

xxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

r

rrrrrrrrrrr

rlrlrlrlrrrr

rlrlrrrrr

lrllrlrrrrllllrrlrrrlr

 

 

Случай 5.  
kji xxx lrl5  , при kji  . Имеем 

 

      

     

      





jkijkikjijikjikkijikjikjkijikj

ikjkjiikjikjjkijikjikkjikij

kijkjijkikjiijijjikjjkkji

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

llllllrllllllrllrllr

lrrllllrrlrllrlrrlrll

rlrrlrrlrllllrrlrrrrrl

,,,

,,

 

 

      
ikjkjiikjikjjikjikijkijkijkijk xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx lrrllllrrlllrllrlrrlrrlrr ,,,  

    ijkijkjkijkijikjikikjikjikj xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx lrrlrrlllllrllllrlllr 
 

 

      
ikjkjiikjikjjikijkijkjikijk xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx lrrllllrllllllrllrllr ,,,  
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   

       

   

    

                0,,,

,,

,,,











jkikjikjiikjkjjkjkikjikji

ikjikjikjikjijkikjikjijkkjkj

ijkjkikjijikjikikjikjijkijkikjikj

kjiikjikjjikijkijkkjkjjikijk

ijkjkikjijikjikikjikjijkijk

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

llllllllll

lllllrlllllllllllrlrrrrr

lrrlllllrllllllllllrllrlrr

llllrllllllllllrlrllr

lrrlllllrllllllllllr

 

 

Случай 6.  
kji xxx lrl6  , при kji  . Имеем

 
 

   

 

 

0







jikkjikjijikjikkjiikjijk

kjiikjkjikjijikijkkjikijjikijk

kjikijjkiijkkjikijjkiijk

jkikjikijkijjkkjikjiijijji

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

rllrlrrlrllrllrlrl

llllllllrrlllllllllll

lllllllllllllrllr

rllllllllrrlrllllllrrl

 

 

Случай 7.   
kji xxx rll7  , при kji  . Имеем 

 

   

   

 

    0







ijkkjjiijkjikijkikjijk

kjijkijkijikjikkijikjikjjkjk

kjijkijkiikikkiikikj

kjijkijkikijkjjkjkkjikijji

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

xxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxxx

llllllllllllllllllllll

llllllllllllrllllllllllr

llllllllllrllllrl

llllllrlrllllllrrllrllll

 

 

Случай 8.   
kji xxx lll8  ,  при  kji  .  Имеем 

 

    0
jkikijjkkjikijji xxxxxxxxxxxxxxxx llllllllllllllll  

 

Следовательно, определяющие соотношения (4), (5), (6), (7) алгебры      замкнуты 

относительно композиции. Тогда по лемме Ширшова [6] базис универсальной 

мультипликативной обертывающей алгебры      состоит из слов вида (3).  
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Магистрант 2 курса ЕНУ им. Л.Н. Гумилева, Астана, Казахстан 

Начуный руководитель – Д.Х. Козыбаев 

 

Пусть - произвольное поле. Для элементов  произвольной алгебры над полем  

воспользуемся следующими стандартным обозначениям . 

Алгебра называется левосимметричной, если выполняется тождества: 

 

Векторное пространства  над полем , в котором  задано линейное отображение 

 называется коалгеброй. 

Положим  

, 

где ( обозначение Свидлера).[1] 

Пусть  линейные функций}- двойственное к  пространство функционалов. 

Тогда определяем спаривание , полагая , . 

Определяем операцию умножения на пространстве  следующим образом 

, 

где . Легко проверить, что  является алгеброй относительно этого 

умножения. 

Алгебра  называется двойственной алгеброй к .[2] 

Пусть - произвольное многообразие алгебр над  полем . Коалгебра  

называется M-коалгеброй, если алгебра  принадлежит M. 

Определим линейные отображения , где векторные пространства, полагая 

. 

Теорема 1. Коалгебра  является левосимметричной тогда и только тогда, когда 

выполняется тождество 

. 

Приведем пример левосимметричной алгебры и коалгебры. 

Пример 1 

Левосимметричная алгебра Левосимметричная коалгебра 

,  

F zyx ,, F

     yzxzxyzyx ,,

A

   zxyzyx ,,,, 

A F

AAA  :

   
a

aaa )2()1(

Aa

FAfA  :{* A

FAA *,  afaf , AaAf  *,

*A

  )()(,, )2()1( agafagfagf
a

 

AaAgf  *,, *A

*A A

 F AAA  :

*A
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