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МРНТИ 29.05.03
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Анзац Бете в ХХХ модели Гейзенберга для 4-х перевернутых спинов

Аннотация: В данной статье будет применен подход анзаца Бете в квантовых
интегрируемых системах, а именно к модели Гейзенберга для ХХХ спиновой цепочки, в
размерности d = 3 , с четырьмя перевернутыми спинами. Применение данного подхода
будет реализовано с учетом граничных условий и условии периодичности. Параметризуя
систему уравнений Бете, которая позволят получить алгебраическую форму записи, и
получить искомое решение задачи. В следствии ряда тривиальных вычислений и введения
дополнительных ограничительных условий, представили решения системы уравнений Бете для
ХХХ -цепочки в виде соответствующих спектральных параметров. Используя спектральный
параметр выразили полный импульс данного состояния и его энергию. Сравнивая энергию
при связанном и несвязанном состояниях, показали, что при несвязанном состоянии система
имеет наибольшую энергию. Также получены значения энергии для конечного числа спинов в
спиновой цепочке.

Ключевые слова: Координатный анзац Бете, уравнения Бете, спиновая цепочка, ХХХ -
модель Гейзенберга, λ -параметризация, спектральный параметр, квантовая интегрируемая
система, ферромагнетизм.

DOI: https://doi.org/10.32523/2616-68-36-2019-127-2-80-90

Введение. В начале двадцатого столетия Максвелл сформулировал законы,
которые описывают связь между магнитными и электрическими силами и оптикой, но
микроскопический механизм, лежащий в основе магнетизма, не был окончательно понят.
Появление квантовой механики принесло новое понимание. В 1926 году Гейзенберг и Дирак
независимо показали, что принцип запрета Паули приводит к эффективному взаимодействию
электронных спинов атомов с перекрывающимися волновыми функциями. Это обменное
взаимодействие послужило основой для важной модели ферромагнетизма, опубликованной
Гейзенбергом два года спустя [1].

Квантово− интегрируемые модели появились в двух разных областях физики. Первый
пример был взят из квантовой механики. Позднее, следом за Гейзенбергом и Дираком,
в 1931 году Ханс Бете в своей работе «Теория металлов. I. Собственные значения и
собственные функции линейной цепочки атомов» сформулировал метод решения дискретных
задач в квантовых интегрируемых системах, превратив проблему поиска спектра модели в
задачу решения некоторых связанных уравнений, называемых уравнениями анзаца Бете [1].
Бете применил диагонализацию модели гамильтониана, которая является частным случаем
анизотропной одномерной цепочки Гейзенберга. Такой подход показывает, что при решении
(относительно) небольшого числа нелинейных уравнений можно построить собственный вектор
и собственное значение - то есть вектор ψ , удовлетворяющий задаче Hψ = Eψ . В
последующие десятилетия работа Бете получила дальнейшее развитие среди других, а в 1960-
х годах Янг применил координатный анзац Бете к более общей спиновой цепочке XXZ -
модели Гейзенберга, и было получено множество точных решений данных задач в различных
точных моделях, что позволило значительно продвинуться в изучении класса квантовых
интегрируемых систем.

Вторым источником квантово-интегрируемых моделей была статистическая механика. Здесь
прототип представляет собой модель с шестью вершинами или модель типа льда для
двумерных кристаллов с водородными связями. В конце 1960-х годов Либу и Сазерленду
удалось решить модель из шести вершин, используя ту же конструкцию Бете для нахождения
собственных векторов для трансфер-матрицы шестивершинной модели. Этот же метод широко
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использовал Онзагер для решения модели Изинга с 2D-мерной квадратной решеткой в 1944
году, вместе с координатным анзацем Бете, как в работе Янга. Это решение обнаружило
несколько поразительных сходств между шестивершинной моделью и спиновой цепочкой
XXZ и пролило свет на причину, по которой эти модели могут быть решены. В следствии
шестивершинная модель, первоначально предложенная Полингом в 1931 году для изучения
термодинамических свойств льда, сама по себе является основным объектом исследования.
Работа Бакстера показала, что в модели шести вершин имеется богатая алгебраическая
структура (а также модель восьми вершин, которая ее обобщает). Его подход, основанный на
коммутирующих матрицах и так называемых отношениях Янга-Бакстера, привел к большому
обобщению оригинальной техники Бете. Этот подход, названный алгебраическим анзацем
Бете (чтобы отличить его от координатного анзаца Бете), был в центре исследования точно
решаемых моделей в течение следующих двух десятилетий.

В конце 1970-х годов эти две истории были объединены квантовым методом обратного
рассеяния (КМОР), разработанным «ленинградской группой» Фаддеева и др. Используя
идеи классической интегрируемости и теории солитонов, КМОР обеспечивает алгебраическую
основу для квантово-интегрируемых моделей, в частности, приводя к уравнениям анзац Бете
через алгебраический анзац Бете. В качестве других примеров можно также назвать модель
одномерного бозе-газа с парным точечным взаимодействием между частицами, иные n -
вершинные модели, s− d модели, модели Андерсона и многие другие модели [2].

Спиновые цепи являются важными 1D-мерными системами, которые доступны
экспериментальным методам, и которые возможно описать с помощью моделирования
магнитных взаимодействий в спинах между последующими узлами решетки, содержащие
частицы со спином. Спиновая цепь, в одном измерении также называемая квантовым
магнитом, который был введен в 1928 году Гейзенбергом [3-4], с использованием модели
может быть исследована теоретически. Метод анзаца Бете был основан на предположении
о плоско волновых решениях для волновой функции системы [5]. Затем граничные условия
периодичности дают границы для фаз рассеяния волновых функций системы, следовательно,
эти границы можно преобразовать в систему уравнений, которые носят имя Бете. Решение
данной системы уравнений дает решение скоростей, из которых возможно рассчитать широкий
спектр измеримых физических свойств.

Подстановка Бете оказалась не только полезной для модели Гейзенберга, но и мощным
методом для широкого спектра моделей как в рамках теории конденсированного состояния,
так и за ее пределами. Чтобы обеспечить применимость подстановки Бете к определенной
модели, необходимо упомянуть важное математическое понятие− понятие интегрируемости.
Если модель является интегрируемой, то она может быть точно диагонализирована с помощью
метода Бете [6].

Исследование квантовых моделей методом анзаца Бете в настоящее время является
актуальным, поскольку позволяет получать решения для сложных и нетривиальных моделей.
Так, например, в работе [7] посредством применения анзаца Бете рассмотрена шестивершинная
модель, описываемая системой полиномиальных уравнений, и получены решения для системы
состоящей из двух магнонов. В работе [8], решая спиновую цепь Гейзенберга ХХХ, получают
уравнение Бете через алгебраический анзац Бете. Затем автор решает более сложную SU(3)
киральную модель Гросса-Неве. В [9] рассмотрен гамильтониан спиновой цепочки ХХХ
модели Гейзенберга с классическим и квантовым основными состояниями. В работе [10-11]
решением модели Либа-Линигера и Гейзенберга (XXX, XXZ) в различных состояниях показаны
сложности и проблемы, возникающие в ходе их решений.

В этой статье мы сосредоточимся на исходной формулировке− координатном анзаце
Бете− так как этого достаточно для нашего анализа 3D-мерной квантово− интегрируемой
ХХХ -модели Гейзенберга, с четырьмя перевернутыми спинами в спиновой цепочке.
Обычно квантовая (статистическая) модель считается «решенной», если известны основные
состояния, элементарные возбуждения и различные термодинамические величины. Квантово-
интегрируемые модели обладают глубокой структурой, которая часто позволяет точно
вычислять такие величины. В то же время некоторые из этих моделей вполне реалистичны,
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и теоретические результаты могут быть проверены экспериментально. Нашей целью
будет представить полный импульс и энергию приведенного состояния. В ходе работы
для получения требующихся данных найдем спектральный параметр с помощью решения
координатной формы системы уравнений Бете ХХХ -цепочки. Составления которых
потребует параметризации системы и наложения определенных ограничивающих условий
на нее. Методология и пути решения поставленной задачи представлены в основной части
научной работы.

ХХХ -модель бесконечной спиновой цепочки Гейзенберга
Рассмотрим цепочку, описывающуюся гамильтонианом ХХХ модели Гейзенберга. В

подпространстве H(4) ⊂ H (четыре перевернутых спина) должно быть N(N − 1)/2
собственных вектора. Собственные вектора можно искать в виде∣∣∣ψ(4)

〉
=

∑
1≤k1≤k2≤k3≤k4≤N

a(k1, k2, k3, k4)σ1
−σ

2
−σ

3
−σ

4
− |Ω〉 , (1)

где a (k1, k2, k3, k4) - неизвестные коэффициенты, удовлетворяющие условиям периодичности,
которые будут получены ниже. Эти коэффициенты a (k1, k2, k3, k4) называют
четырехволновой функцией (в координатном представлении). Далее вместо

∣∣ψ(4)
〉

будем
писать |ψ〉 . Уравнение на собственные значения оператора гамильтона имеет вид

HXXXψ = (N − P )ψ, (2)

где P ≡
N∑
k=1

Pk,k+1 , P |ψ〉 = (N − E) |ψ〉 . Задача состоит в поиске соотношений на

коэффициенты a (k1, k2, k3, k4) . Для этого свернем обе части с ковектором |Ω〉σn4
+ σn3

+ σn2
+ σn1

+

|Ω〉σn4
+ σn3

+ σn2
+ σn1

+ P |ψ〉 = |Ω〉 (N − E)σn4
+ σn3

+ σn2
+ σn1

+ |ψ〉 , (3)

и пронесем операторы перестановки налево, где они, подействовав на левый вакуум,
благополучно исчезнут, поскольку вакуумное состояние инвариантно относительно любых
перестановок (все спины смотрят вверх). Правило проноса таково

σ
(n)
+ Pk,k+1 = Pk,k+1

[
σ

(n1)
+ + δkn1(σ

(n1+1)
+ − σ(n1)

+ ) + δk+1,n1(σ
(n1−1)
+ − σ(n1)

+ )
]
× (4)[

σ
(n2)
+ + δkn2(σ

(n2+1)
+ − σ(n2)

+ ) + δk+1,n2(σ
(n2−1)
+ − σ(n2)

+ )
]
×[

σ
(n3)
+ + δkn3(σ

(n3+1)
+ − σ(n3)

+ ) + δk+1,n3(σ
(n3−1)
+ − σ(n3)

+ )
]
×[

σ
(n4)
+ + δkn4(σ

(n4+1)
+ − σ(n4)

+ ) + δk+1,n4(σ
(n4−1)
+ − σ(n4)

+ )
]
.

Далее просуммируем по k и воспользуемся тождеством a (n1, n2, n3, n4) =
〈Ω|σn4

+ σn3
+ σn2

+ σn1
+ |ψ〉 (n1 < n2 < n3 < n4). В случае n1 < n2 − 1;n2 < n3 − 1;n3 < n4 − 1

получаем условия

−12a (n1, n2, n3, n4) + 6a (n1, n2, n3 + 1, n4) + 7a (n1, n2, n3 − 1, n4) + (5)
+6a (n1, n2, n3, n4 + 1)− 4a (n1, n2, n3 + 1, n4 + 1)− 4a (n1 − 1, n2, n3 − 1, n4 + 1) +

+6a (n1, n2, n3, n4 − 1)− a (n1, n2, n3 + 1, n4 − 1)− 3a (n1, n2, n3 − 1, n4 − 1) +

+7a (n1, n2 + 1, n3, n4)− a (n1, n2 + 1, n3 + 1, n4)− 2a (n1, n2 + 1, n3 − 1, n4)−
−3a (n1, n2 + 1, n3, n4 + 1) + a (n1, n2 + 1, n3 + 1, n4 + 1) + a (n1, n2 + 1, n3 − 1, n4 + 1) +

+a (n1, n2 + 1, n3 + 1, n4 − 1)− 3a (n1, n2 + 1, n3, n4 − 1) + 4a (n1, n2 − 1, n3, n4)−
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−3a (n1, n2 − 1, n3 + 1, n4)− 3a (n1, n2 − 1, n3 − 1, n4) + a (n1, n2 + 1, n3 − 1, n4 − 1)−
−3a (n1, n2 − 1, n3, n4 + 1) + a (n1, n2 − 1, n3 + 1, n4 + 1) + a (n1, n2 − 1, n3 − 1, n4 + 1)−
−3a (n1, n2 − 1, n3, n4 − 1) + a (n1, n2 − 1, n3 + 1, n4 − 1) + a (n1, n2 − 1, n3 − 1, n4 − 1) +

+7a (n1 + 1, n2, n3, n4) + a (n1 + 1, n2, n3 + 1, n4 + 1)− 4a (n1 + 1, n2, n3, n4 + 1) +

+2a (n1 + 1, n2, n3 − 1, n4 + 1)− 3a (n1 + 1, n2, n3 − 1, n4)− a (n1 + 1, n2 + 1, n3 + 1, n4)−

−2a (n1 + 1, n2 + 1, n3, n4) + a (n1 + 1, n2 + 1, n3, n4 − 1)− 3a (n1 + 1, n2 − 1, n3, n4) +

+a (n1 + 1, n2 − 1, n3 + 1, n4) + a (n1 + 1, n2 − 1, n3 − 1, n4) + a (n1 + 1, n2 − 1, n3, n4 + 1) +

+2a (n1 + 1, n2 − 1, n3, n4 − 1) + 7a (n1 − 1, n2, n3, n4)− 3a (n1 − 1, n2, n3 − 1, n4)−
−3a (n1 − 1, n2, n3, n4 + 1) + a (n1 − 1, n2, n3 + 1, n4 + 1)− 4a (n1 − 1, n2, n3 + 1, n4) +

+a (n1 − 1, n2, n3 − 1, n4 + 1)− 3a (n1 − 1, n2, n3, n4 − 1) + 3a (n1 − 1, n2, n3 + 1, n4 − 1) +

+a (n1 − 1, n2, n3 − 1, n4 − 1)− 3a (n1 − 1, n2 + 1, n3, n4) + a (n1 − 1, n2 + 1, n3 + 1, n4) +

+a (n1 − 1, n2 + 1, n3 − 1, n4) + 2a (n1 − 1, n2 + 1, n3, n4 + 1)− 3a (n1 − 1, n2 − 1, n3, n4) +

+a (n1 − 1, n2 − 1, n3 + 1, n4) + a (n1 − 1, n2 − 1, n3 − 1, n4) + a (n1 − 1, n2 − 1, n3, n4 + 1) +

+a (n1 − 1, n2 − 1, n3, n4 − 1) = −Ea (n1, n2, n3, n4) .

Если же n1 = n2 − 1 = n , n2 = n3 − 1 = n + 1 , n3 = n2 + 1 = n + 2 , n4 = n3 + 1 = n + 3
получаем условия

a (n, n+ 1, n+ 2, n+ 2)− 7a (n, n+ 1, n+ 2, n+ 3) + a (n, n+ 2, n+ 2, n+ 3) + (6)
+a (n, n+ 1, n+ 2, n+ 4) + 2a (n, n, n+ 2, n+ 3) + a (n+ 1, n+ 1, n+ 2, n+ 3) +

a (n− 1, n+ 1, n+ 2, n+ 3) = −Ea (n, n+ 1, n+ 2, n+ 4) .

Если n1 = 1, n2 = N − 2, n3 = N − 1, n4 = N, получаем

a (1, N − 2, N − 1, N − 1)− 7a (1, N − 2, N − 1, N) + a (1, N − 1, N − 1, N) + (7)
+a (1, N − 2, N − 1, N + 1) + a (1, N − 3, N − 1, N) + a (2, N − 2, N − 1, N) +

+a (1, N − 3, N − 1, N) + a (0, N − 2, N − 1, N) = −Ea (1, N − 2, N − 1, N) .

Забудем пока про уравнения (6) и (7), которые вступают в силу только для
ближайших соседей, и попытаемся найти, возможно, более общее решение уравнения (5),
распространив его на все возможные значения n1, n2, n3, n4 и не накладывая пока никаких
дополнительных условий типа периодичности. Очевидно, одно из решений уравнения (5)
при всех n1, n2, n3, n4 это a (n1, n2, n3, n4) = eip1n1+ip2n2+ip3n3+ip4n4 с энергией E − E0 =
[(1− cos p1) + (1− cos p2) + (1− cos p3) + (1− cos p4)] и импульсом P = p1+p2+p3+p4. Можно
было бы рассмотреть любую линейную комбинацию решений вида e±ip1n1±ip2n2±ip3n3±ip4n4 . Все
они имеют одну и ту же энергию, но их суперпозиции нам не подходят, поскольку они не будут
собственными для оператора сдвига. Будем писать a (n1, n2, n3, n4) в виде

a (n1, n2, n3, n4) = Aeip1n1+ip2n2+ip3n3+ip4n4 +Beip1n1+ip2n2+ip3n3+ip4n4 + (8)
Ceip1n1+ip2n2+ip3n3+ip4n4 +Deip1n1+ip2n2+ip3n3+ip4n4 ,

с произвольными A,B,C,D при этом по-прежнему выполняется выражение E − E0 =
[(1− cos p1) + (1− cos p2) + (1− cos p3) + (1− cos p4)] и P = p1 + p2 + p3 + p4, т.е.

a (n1 + 1, n2 + 1, n3 + 1, n4 + 1) = ei(p1+p2+p3+p4)a (n1, n2, n3, n4) . (9)

При произвольных A,B,C и D оно не удовлетворяет уравнению (6). Подберем A,B,C и
D так, чтобы это уравнение тоже удовлетворилось. Вычтем (6) из (5) при n1 = n2 − 1 = n <
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N,n2 = n3 − 1, n3 = n4 − 1, чтобы получить E. Получим дополнительное условие

−12a (n, n+ 1, n+ 2, n+ 3) + 6a (n, n+ 1, n+ 3, n+ 3) + 7a (n, n+ 1, n+ 1, n+ 3) + (10)
+6a (n, n+ 1, n+ 2, n+ 4)− 4a (n, n+ 1, n+ 3, n+ 4)− 4a (n− 1, n+ 1, n+ 1, n+ 4) +

+6a (n, n+ 1, n+ 2, n+ 2)− a (n, n+ 1, n+ 3, n+ 2)− 3a (n, n+ 1, n+ 1, n+ 2) +

+7a (n, n+ 2, n+ 2, n+ 3)− a (n, n+ 2, n+ 3, n+ 3)− 2a (n, n+ 2, n+ 1, n+ 3)−
−3a (n, n+ 2, n+ 2, n+ 4) + a (n, n+ 2, n+ 3, n+ 4) + a (n, n+ 2, n+ 1, n+ 4) +

+a (n, n+ 2, n+ 3, n+ 2)− 3a (n, n+ 2, n+ 2, n+ 2) + 4a (n, n, n+ 2, n+ 3)−
−3a (n, n, n+ 2, n+ 3)− 3a (n, n, n+ 1, n+ 3) + a (n, n+ 2, n+ 1, n+ 2)−

−3a (n, n, n+ 2, n+ 4) + a (n, n, n+ 3, n+ 4) + a (n, n, n+ 1, n+ 4)−
−3a (n, n, n+ 2, n+ 2) + a (n, n, n+ 3, n+ 2) + a (n, n, n+ 1, n+ 2) +

+7a (n+ 1, n+ 1, n+ 2, n+ 3) + a (n+ 1, n+ 1, n+ 3, n+ 4)− 4a (n+ 1, n+ 1, n+ 2, n+ 4) +

+2a (n+ 1, n+ 1, n+ 1, n+ 4)− 3a (n+ 1, n+ 1, n+ 1, n+ 2)− a (n+ 1, n+ 2, n+ 3, n+ 3)−
−2a (n+ 1, n+ 2, n+ 2, n+ 3) + a (n+ 1, n+ 2, n+ 2, n+ 2)− 3a (n+ 1, n, n+ 2, n+ 3) +

+a (n+ 1, n, n+ 3, n+ 3) + a (n+ 1, n, n+ 1, n+ 3) + a (n+ 1, n, n+ 2, n+ 4) +

+2a (n+ 1, n, n+ 2, n+ 2) + 7a (n− 1, n+ 1, n+ 2, n+ 3)− 3a (n− 1, n+ 1, n+ 1, n+ 3)−
−3a (n− 1, n+ 1, n+ 2, n+ 4) + a (n− 1, n+ 1, n+ 3, n+ 4)− 4a (n− 1, n+ 1, n+ 3, n+ 3) +

+a (n− 1, n+ 1, n+ 1, n+ 4)− 3a (n− 1, n+ 1, n+ 2, n+ 2) + 3a (n− 1, n+ 1, n+ 3, n+ 2) +

+a (n− 1, n+ 1, n+ 1, n+ 2)− 3a (n− 1, n+ 2, n+ 2, n+ 3) + a (n− 1, n+ 2, n+ 3, n+ 3) +

+a (n− 1, n+ 2, n+ 1, n+ 3) + 2a (n− 1, n+ 2, n+ 2, n+ 4)− 3a (n− 1, n, n+ 2, n+ 3) +

+a (n− 1, n, n+ 3, n+ 3) + a (n− 1, n, n+ 1, n+ 3) +

+a (n− 1, n, n+ 2, n+ 4) + a (n− 1, n, n+ 2, n+ 2) = 0,

которому должна удовлетворять волновая функция (8). Получим аналогичное условие на
конце цепочки (на самом деле свернутой в кольцо), т.е. при n = N. Для этого вычтем (7) из
(5) при n1 = 1, n2 = N − 2, n3 = N − 1, n4 = N, получим условие

−12a (1, N − 2, N − 1, N) + 6a (1, N − 2, N,N) + 7a (1, N − 2, N − 2, N) + (11)
+6a (1, N − 2, N + 1, N + 1)− 4a (1, N − 2, N,N + 1)− 4a (0, N − 2, N − 2, N + 1) +

+6a (1, N − 2, N − 1, N − 1)− a (1, N − 2, N,N − 1)− 3a (1, N − 2, N − 2, N − 1) +

+7a (1, N − 1, N − 1, N)− a (1, N − 1, N,N)− 2a (1, N − 1, N − 2, N)−
−3a (1, N − 1, N − 1, N + 1) + a (1, N − 1, N,N + 1) + a (1, N − 1, N − 2, N + 1) +

+a (1, N − 1, N,N − 1)− 3a (1, N − 1, N − 1, N − 1) + 4a (1, N − 3, N − 1, N)−
−3a (1, N − 3, N,N)− 3a (1, N − 3, N − 2, N) + a (1, N − 1, N − 2, N − 1)−

−3a (1, N − 3, N − 1, N + 1) + a (1, N − 3, N,N + 1) + a (1, N − 3, N − 2, N + 1)−
−3a (1, N − 3, N − 1, N − 1) + a (1, N − 3, N,N − 1) + a (1, N − 3, N − 2, N − 1) +

+7a (2, N − 2, N − 1, N) + a (2, N − 2, N,N + 1)− 4a (2, N − 2, N − 1, N + 1) +

+2a (2, N − 2, N − 2, N + 1)− 3a (2, N − 2, N − 2, N)− a (2, N − 1, N,N)−
−2a (2, N − 1, N − 1, N) + a (2, N − 1, N − 1, N − 1)− 3a (2, N − 3, N − 1, N) +

+a (2, N − 3, N,N) + a (2, N − 3, N − 2, N) + a (2, N − 3, N − 1, N + 1) +

+2a (2, N − 3, N − 1, N − 1) + 7a (0, N − 2, N − 1, N)− 3a (0, N − 2, N − 2, N)−
−3a (0, N − 2, N − 2, N + 1) + a (0, N − 2, N,N + 1)− 4a (0, N − 2, N,N) +
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+a (0, N − 2, N − 2, N + 1)− 3a (0, N − 2, N − 1, N − 1) + 3a (0, N − 2, N,N − 1) +

+a (0, N − 2, N − 2, N − 1)− 3a (0, N − 1, N − 1, N) + a (0, N − 1, N,N) +

+a (0, N − 1, N − 2, N) + 2a (0, N − 1, N − 1, N + 1)− 3a (0, N − 3, N − 1, N) +

+a (0, N − 3, N,N) + a (0, N − 3, N − 2, N) + a (0, N − 3, N − 1, N + 1) +

+a (0, N − 3, N − 1, N − 1) = 0.

Но в силу N - периодичности a (0, N) = a (N,N) , a (1, N + 1) = a (1, 1) , a (N,N + 1) =
a (1, N) , так что это условие совпадает с (10), взятом при n = N. Подставив (10) в (8),
найдем, что (8) является решением, если коэффициенты A,B,C и D связаны формулой

A

B
= −1 + ei(p1+p2+p3) − 2eip1

1 + ei(p1+p2+p3) − 2eip2
= eiθ(p1,p2)+iθ(p1,p3), (12)

B

C
= −1 + ei(p1+p2+p3) − 2eip2

1 + ei(p1+p2+p3) − 2eip3
= eiθ(p1,p2)+iθ(p2,p3),

C

D
= −1 + ei(p1+p2+p3) − 2eip3

1 + ei(p1+p2+p3) − 2eip4
= eiθ(p1,p3)+iθ(p3,p4),

D

A
= −1 + ei(p1+p2+p3) − 2eip4

1 + ei(p1+p2+p3) − 2eip1
= eiθ(p1,p4)+iθ(p4,p1),

где θ12 = θ (p1, p2) = −θ21, θ13 = θ (p1, p3) = −θ31, θ14 = θ (p1, p4) = −θ41.
Получаем:

a (n1, n2, n3, n4) = e
i
(
p1n1+p2n2+p3n3+p4n4+

(
θ12+θ23

2

))
+ e

i
(
p2n1+p3n2+p4n3+p1n4+

(
θ23+θ13

2

))
+ (13)

e
i
(
p3n1+p4n2+p1n3+p2n3+

(
θ13+θ12

2

))
+ e

i
(
p4n1+p1n2+p2n3+p3n4

(
θ13+θ12

2

))
.

Из (12) следуют соотношения

2 ctg
θij
2

= ctg
pi
2
− ctg

pj
2
, i, j = 1, ...r, и Npi = 2πλi,j −

∑
i 6=j

θij , i, j = 1, .., r. (14)

λ -называют квантовым числом Бете, λi = 1, ...N − 1 которые мы будем применять для
вычисления энергии при конечном числе спинов в цепочке.

Из условия периодичности сразу следуют ограничения на возможные значения p1, p2, p3, p4
eip1N = eiθ(p1,p2) · eiθ(p1,p3) · eiθ(p1,p4),

eip2N = eiθ(p2,p1) · eiθ(p2,p3) · eiθ(p2,p4),

eip3N = eiθ(p3,p1) · eiθ(p3,p2) · eiθ(p3,p4),

eip4N = eiθ(p4,p1) · eiθ(p4,p2) · eiθ(p4,p3).

(15)

Это система Бете [12-13]. Для решения системы (15) будем ее параметризировать следующим
образом:

eip =
λ+ 1

2

λ− 1
2

или λ =
1

2
ctg

p

2
. (16)

Система уравнений Бете [14] запишется в виде

(
λ1− i

2

λ1+ i
2

)N
= λ1−λ2−i

λ1−λ2+i ·
λ1−λ3−i
λ1−λ3+i ·

λ1−λ4−i
λ1−λ4+i ,(

λ2− i
2

λ2+ i
2

)N
= λ2−λ1−i

λ2−λ1+i ·
λ2−λ3−i
λ2−λ3+i ·

λ2−λ4−i
λ2−λ4+i ,(

λ3− i
2

λ3+ i
2

)N
= λ3−λ1−i

λ3−λ1+i ·
λ3−λ2−i
λ3−λ2+i ·

λ3−λ4−i
λ3−λ4+i ,(

λ4− i
2

λ4+ i
2

)N
= λ4−λ1−i

λ4−λ1+i ·
λ4−λ2−i
λ4−λ2+i ·

λ4−λ3−i
λ4−λ3+i .

(17)
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В случая термодинамического предела, то есть при N →∞ , получаем

λ1− i
2

λ1+ i
2

= ω1e
i
N
θ1234 ,

λ2− i
2

λ2+ i
2

= ω2e
− i
N
θ1234 ,

λ3− i
2

λ3+ i
2

= ω3e
− i
N
θ1234 ,

λ4− i
2

λ4+ i
2

= ω4e
− i
N
θ1234 .

(18)

Уравнения (17) могут иметь и комплексные решения [15]. Положим λ1 = u1 + iυ1, λ2 =
u2 + iυ2, λ3 = u3 + iυ3, λ4 = u4 + iυ4. Модуль уравнений дает(

λ1 − i
2

λ1 + i
2

)N
=

λ1 − λ2 − i
λ1 − λ2 + i

· λ1 − λ3 − i
λ1 − λ3 + i

· λ1 − λ4 − i
λ1 − λ4 + i

, (19)

(
u1 + iυ1 − i

2

u1 + iυ1 + i
2

)N
=

u1 + iυ1 − u2 + iυ2 − i
u1 + iυ1 − u2 − iυ2 + i

· u1 + iυ1 − u3 + iυ3 − i
u1 + iυ1 − u3 − iυ3 + i

· u1 + iυ1 − u4 + iυ4 − i
u1 + iυ1 − u4 − iυ4 + i

,

(
u1 + i(υ1 − 1

2)

u1 + i(υ1 − 1
2)

)N
=

u1 − u2 + i(υ1 − υ2 − 1)

u1 − u2 + i(υ1 − υ2 + 1)
· u1 − u3 + i(υ1 − υ3 − 1)

u1 − u3 + i(υ1 − υ3 + 1)
· u1 − u4 + i(υ1 − υ4 − 1)

u1 − u4 + i(υ1 − υ4 + 1)
,

(
u2

1 + (υ1 − 1
2)2

u2
1 + (υ1 − 1

2)2

)N
=

(u1 − u2)2 + (υ1 − υ2 − 1)2

(u1 − u2)2 + (υ1 − υ2 + 1)2 ·
(u1 − u3)2 + (υ1 − υ3 − 1)2

(u1 − u3)2 + (υ1 − υ3 + 1)2 ×

× (u1 − u4)2 + (υ1 − υ4 − 1)2

(u1 − u4)2 + (υ1 − υ4 + 1)2 .

Пусть υ1 > 0 , υ2 > 0, тогда левая часть экспоненциально мала при N → ∞.Переумножив
четыре уравнения, получим(

u1 + i
(
υ1 − 1

2

)
u1 + i

(
υ1 + 1

2

) · u2 + i
(
υ2 − 1

2

)
u2 + i

(
υ2 + 1

2

) · u3 + i
(
υ3 − 1

2

)
u3 + i

(
υ3 + 1

2

) · u4 + i
(
υ4 − 1

2

)
u4 + i

(
υ4 + 1

2

))N = 1. (20)

C экспоненциальной точностью имеем при u1 = u2 = u3 = u4, υ1−υ2 = 1, υ2−υ3 = 1, υ3−υ4 =
1, υ4 − υ1 = 1. Взяв по модулю обе части второго уравнения, видим, что υ3 < 0 , υ4 < 0 .(

u1 + i
(
υ1 − 1

2

)
u1 + i

(
υ1 + 1

2

) · u1 + i
(
υ1 − 3

2

)
u1 + i

(
υ1 − 1

2

) · u1 + i
(
υ1 − 5

2

)
u1 + i

(
υ1 − 3

2

) · u1 + i
(
υ1 − 7

2

)
u1 + i

(
υ1 − 5

2

))N = 1. (21)

После упрощения придем к соотношению(
u1 + i

(
υ1 − 7

2

)
u1 + i

(
υ1 + 1

2

))N = 1. (22)

откуда υ1 = 3
2 , υ2 = 1

2 , υ3 = −1
2 , υ4 = −3

2 . Итак, с экспоненциальной точностью при N → ∞
имеем семейство решений

λ1 = u+ i
3

2
, λ2 = u+

i

2
, λ3 = u− i

2
, λ4 = u− i3

2
. (23)

Вещественный параметр u произволен. Через него выражается полный импульс данного
состояния и его энергия

p (λ1, λ2, λ3, λ4) = p (λ1) + p (λ2) + p (λ3) + p (λ4) , (24)
E (λ1, λ2, λ3, λ4) = ε (λ1) + ε (λ2) + ε (λ3) + ε (λ4) .

p (λ) = −i ln
λ1 + 1

2

λ1 − 1
2

− i ln
λ2 + 1

2

λ2 − 1
2

− i ln
λ3 + 1

2

λ3 − 1
2

− i ln
λ4 + 1

2

λ4 − 1
2

= −i ln

(
2 + i

2− i

)
. (25)
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E =

(
λ2

2 + 1
4

) (
λ2

3 + 1
4

) (
λ2

4 + 1
4

)
+
(
λ2

1 + 1
4

) (
λ2

3 + 1
4

) (
λ2

4 + 1
4

)(
λ2

1 + 1
4

) (
λ2

2 + 1
4

) (
λ2

3 + 1
4

) (
λ2

4 + 1
4

) + (26)

+

(
λ2

1 + 1
4

) (
λ2

2 + 1
4

) (
λ2

4 + 1
4

)
+
(
λ2

1 + 1
4

) (
λ2

2 + 1
4

) (
λ2

3 + 1
4

)(
λ2

1 + 1
4

) (
λ2

2 + 1
4

) (
λ2

3 + 1
4

) (
λ2

4 + 1
4

) =
4

u2 + 4
.

Можно показать, что энергия связанных частиц E
(
u+ i3

2 , u+ i
2 , u−

i
2 , u− i

3
2

)
всегда

меньше, чем энергия четырех частиц с импульсами p1, p2, p3 и p4 такими, что p1+p2+p3+p4 =
p
(
u+ i3

2 , u+ i
2 , u−

i
2 , u− i

3
2

)
= p

(
u
4

)
. Энергия четырех частиц при не связанном состоянии с

импульсом p
(
u
4

)
имеет следующий вид:

E (λ) =
1

λ2 + 1
4

=
16

u2 + 4
. (27)

Принимая во внимание уравнение (26), можно утверждать, что энергия несвязанного
состояния в четыре раза больше связанного.

Далее рассмотрим спиновую цепочку для конечного числа спинов N = 8 и N = 9 ,
ST = N

2 − r1 . В таблицах 1,2 показаны результаты вычислений значения энергии в
зависимости от конфигурации системы спинов, вычисленых из (14). В таблицах приведены
рассчеты для r0 = 0 , r1 = 1 и r2 = 2 с действительными значениями импульсов pi . Также
возможны и их комплексные значения.

Таблица 1 – Решение для N = 8, r = 4 .

ST λ1 λ2 λ3 λ4 4p/π p1 p2 p3 p4 E − E0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
3 0 0 0 1 1 0 0 0 π/4 0,293
3 0 0 0 2 2 0 0 0 π/2 1
3 0 0 0 3 3 0 0 0 3π/2 1
3 0 0 0 4 4 0 0 0 π 2
3 0 0 0 5 5 0 0 0 5π/4 1,707
3 0 0 0 6 6 0 0 0 3π/2 1
3 0 0 0 7 7 0 0 0 7π/4 0,293
2 0 0 1 3 4 0 0 π/3 2π/3 2
2 0 0 1 4 5 0 0 1,00041 2,92658 2,43701
2 0 0 1 5 6 0 0 0,963928 3.71198 2,27139
2 0 0 1 6 7 0 0 0,939323 5,76499 0,54095
2 0 0 1 7 0 0 0 2π/7 12π/7 0,75302
2 0 0 2 4 6 0 0 1,72547 0,460278 1,25812
2 0 0 2 5 7 0 0 1,84581 3,65197 3,144412
2 0 0 2 6 0 0 0 4π/7 10π/7 2,44504
2 0 0 2 7 1 0 0 1,72472 5,34386 1,56298
2 0 0 3 5 0 0 0 6π/7 8π/7 3,80193
2 0 0 3 6 1 0 0 2,63121 4,43737 3,14412
2 0 0 3 7 2 0 0 2.54012 5,31386 2.25879
2 0 0 4 6 2 0 0 3,46671 4,38727 3,26703
2 0 0 4 7 3 0 0 3,3566 5,28278 2,43701
2 0 0 5 7 4 0 0 4π/3 5π/3 2
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Таблица 2 – Решение для N = 9, r = 4 .

ST λ1 λ2 λ3 λ4 9p/2π p1 p2 p3 p4 E − E0

9/2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
7/2 0 0 0 1 1 0 0 0 2π/9 0,233955
7/2 0 0 0 2 2 0 0 0 4π/9 0,826351
7/2 0 0 0 3 3 0 0 0 2π/3 1,5
7/2 0 0 0 4 4 0 0 0 8π/9 1,9396926
7/2 0 0 0 5 5 0 0 0 10π/9 1,9396926
7/2 0 0 0 6 6 0 0 0 4π/3 1,5
7/2 0 0 0 7 7 0 0 0 14π/9 0,826351

ST λ1 λ2 λ3 λ4 9p/2π p1 p2 p3 p4 E − E0

7/2 0 0 0 8 8 0 0 0 16π/9 0,233955
5/2 0 0 1 3 4 0 0 0,92068 1,87185 1,69124
5/2 0 0 1 4 5 0 0 0,881474 2,60918 2,2256
5/2 0 0 1 5 6 0 0 0,858113 3,33068 2,3230
5/2 0 0 1 6 7 0 0 0,838611 4,04831 1,9478
5/2 0 0 1 7 8 0 0 0,817258 4,7678 1,2603
5/2 0 0 1 8 0 0 0 π/4 7π/4 0,585
5/2 0 0 2 4 6 0 0 1,6844 2,50439 2,9171
5/2 0 0 2 5 7 0 0 1,64409 3,24283 3,0681
5/2 0 0 2 6 8 0 0 1,60921 3,97585 2,7101
5/2 0 0 2 7 0 0 0 π/2 3π/2 2
5/2 0 0 2 8 1 0 0 1,51539 5,46593 1,2603
5/2 0 0 3 5 8 0 0 2,39828 3,18678 3,7352
5/2 0 0 3 6 0 0 0 3π/4 5π/4 1
5/2 0 0 3 7 1 0 0 2,30734 4,67398 2,71013
5/2 0 0 3 8 2 0 0 2,23487 5,44457 1,94784
5/2 0 0 4 6 1 0 0 3,09641 3,88491 3,73521
5/2 0 0 4 7 2 0 0 3,04035 4,6391 3,06809
5/2 0 0 4 8 3 0 0 2,95251 5,42507 2,32831
5/2 0 0 5 7 3 0 0 3,77879 4,59879 2,91711
5/2 0 0 5 8 4 0 0 3,674 5,40171 2,22556
5/2 0 0 6 8 5 0 0 4,41134 5,36251 1,691237

Заключение. В данной работе мы рассмотрели координатный анзац Бете на примере ХХХ -
модели Гейзенберга (размерность d = 3 ) с четырьмя перевернутыми спинами в спиновой
цепочке. С помощью найденных четырех собственных векторов составили уравнение на
собственные значения оператора Н и в координатном представлении. После накладывания
граничных условий и условия периодичности, а также ограничения возможных значений
p1, p2, p3 и p4 привели систему уравнений Бете. Далее, для получения алгебраической формы
системы уравнений Бете и возможности его дальнейшего решения, параметризовали данную
систему с помощью λ -параметризации. В следствии ряда тривиальных вычислений и введения
дополнительных ограничительных условий представили решения системы уравнений Бете
ХХХ -цепочки в виде соответствующих спектральных параметров. Используя спектральный
параметр выразили полный импульс данного состояния и его энергию. Как частный случай
рассмотрено применение к энергии связанного и не связанного состояний. Показано, что
энергия связанного состояния меньше чем не связанного. Также рассмотрены цепочки с
конечным числом спинов в ней и приведены значения энергии для различных конфигурации
перевернутых спинов.

Работа выполнена в рамках финансовой поддержки научно-технической программы (Ф.0811,
№0118РК00935) МОН РК.
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Н.Т. Суйкимбаева, А.М. Калиев, О.В. Разина, П.Ю. Цыба

Л.Н.Гумилев атындағы Еуразия ұлттық университетi, Нур-Султан, Қазахстан.

Гейзенбергтiң ХХХ моделiндегi 4-еуi керi аударылған спиндер үшiн Бете анзацы

Аңдатпа Анзац Бете тәсiлi кванттық интегралданатын жүйелерде, атап айтқанда Гейзенбергтiң ХХХ спин тiзбегiнiң
моделiне, төрт аударылған спинi бар d = 3 өлшемiнде қолданылады. Осы тәсiлдi қолдану шекаралық жағдайларды
және кезеңдiлiк шарттарын ескере отырып iске асырылатын болады. Есептiң алгебралық түрiн алуға және есептiң
iздестiрiлетiн шешiмiн алуға мүмкiндiк беретiн Бете теңдеулерiнiң жүйесiн параметрлеп қолдандық. Бiрқатар тривиалды
есептеулер мен қосымша шектеу шарттарын енгiзу нәтижесiнде тиiстi спектралды параметрлер түрiнде Бете ХХХ -тiзбек
теңдеулерi жүйесiнiң шешiмдерiн ұсындық. Спектралды параметрдi пайдалана отырып осы күйдiң толық импульсi
мен оның энергиясын таптық. Байланысты және байланыссыз жағдайларда энергияны салыстыра отырып, жүйенiң
байланыссыз жағдайда энергиясы көп екендiгi көрсетiлген. Сондай-ақ, спин тiзбектегiнiң шектiк саны үшiн энергия
мәндерi алынды.

Түйiн сөздер: Координаталық анзац Бете, Бете теңдеуi, спиндiк тiзбек, Гейзенбергтiң ХХХ -моделi, λ -параметрлеу,
спектральды параметр, кванттық интегралданатын жүйе, ферромагнетизм.

N.T. Suikimbayeva, A.M. Kaliyev, O.V. Razina, P.Yu. Tsyba

L.N. Gumilyov Eurasian National University, Nur-Sultan, Kazakhstan.

The Bethe ansatz in the ХХХ model of Heisenberg for the 4-inverted spins

Abstract: The Bethe ansatz approach will be applied in quantum integrable systems, namely to the Heisenberg XXX spin
chain model, in dimension d = 3 , with four inverted spins. The application of this approach will be implemented taking into
account the boundary conditions and the periodicity condition. Parametrizing the system of Bethe equations, which will provide
an algebraic form of writing, and get the desired solution to the problem. As a consequence of a number of trivial calculations
and the introduction of additional restrictive conditions, solutions of the system of Bethe XXX -chain equations in the form of
corresponding spectral parameters were presented.Using the spectral parameter, we expressed the full momentum of this state
and its energy. Comparing the energy at the bound and unbound States, it is shown that at the unbound state the system has
the greatest energy. The energy values for a finite number of spins in the spin chain are also obtained.

Keywords: Coordinate Bethe ansatz, Bethe Aquations, spin chain, ХХХ -Heisenberg model, λ -parametrization, spectral

parameter, quantum integrable system, ferromagnetism.
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Publisher, L.N. Gumilyov Eurasian National University, to publish articles in the journal and the re-publication
of it in any foreign language. Submitting the text of the work for publication in the journal, the author
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borrowing in the article, the proper formulation of all borrowings of text, tables, diagrams, illustrations.

4. The volume of the article should not exceed 18 pages (from 6 pages).
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find the article using the information retrieval system).

The main text of the article should contain an introduction/ problem statement/ goals/ history, research methods,
results / discussion, conclusion. Tables, figures should be placed after the mention. Each illustration should be followed by an
inscription. Figures should be clear, clean, not scanned.

Tables are included directly in the text of the article; it must be numbered and accompanied by a reference to them in the
text of the article. Figures, graphics should be presented in one of the standard formats: PS, PDF, TIFF, GIF, JPEG, BMP,
PCX. Bitmaps should be presented with a resolution of 600 dpi. All details must be clearly shown in the figures.
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All abbreviations, with the exception of those known to be generally known, must be deciphered when first used in the

text.
Information on the financial support of the article is indicated on the first page in the form of a footnote.
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alphabet), which are referenced in the text of the article. References to unpublished issues, the results of which are used in
evidence, are not allowed. Authors are recommended to exclude the reference to pages when referring to the links and guided
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А.Ж. Жубанышева 1 , Н. Темиргалиев 2 , А.Б. Утесов 3

1 Институт теоретической математики и научных вычислений Евразийского
национального университета имени Л.Н.Гумилева, Астана, Казахстан

2 Актюбинский региональный государственный университет имени К. Жубанова,
Актобе, Казахстан

(Email: 1 axaulezh@mail.ru, 2 ntmath10@mail.ru, 3 adilzhan_71@mail.ru)
Численное дифференцирование функций в контексте Компьютерного

(вычислительного) поперечника

Введение

Текст введения...
Авторам не следует использовать нестандартные пакеты LaTeX (используйте их лишь в

случае крайней необходимости)

Заголовок секции

1.1 Заголовок подсекции
Окружения.

Теорема 1. ...

Лемма 1. ...

Предложение 1. ...

Определение 1. ...

Следствие 1. ...

Замечание 1. ...

Теорема 2 (Темиргалиев Н. [2]). Текст теоремы.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Текст доказательства.

2. Формулы, таблицы, рисунки

δN (εN ;DN )Y ≡ δN (εN ;T ;F ;DN )Y ≡ inf
(l(N),ϕN)∈DN

δN

(
εN ;

(
l(N), ϕN

))
Y
, (28)

где δN
(
εN ;

(
l(N), ϕN

))
Y
≡ δN (εN ;T ;F ;

(
l(N), ϕN

)
)Y ≡

≡ sup
f∈F∣∣∣γ(τ)

N

∣∣∣≤1(τ=1,...,N)

∥∥∥Tf (·)− ϕN
(
l
(1)
N (f) + γ

(1)
N ε

(1)
N , ..., l

(N)
N (f) + γ

(N)
N ε

(N)
N ; ·

)∥∥∥
Y
.

Таблицы, рисунки необходимо располагать после упоминания. С каждой иллюстрацией должна
следовать надпись.

Таблица 3 – Название таблицы

Простые Не простые
2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14

3. Ссылки и библиография

Для ссылок на утверждения, формулы и т. п. можно использовать метки. Например, теорема 2,
Формула (28)

Для руководства по LATEX и в качестве примера оформления ссылок, см., например, Львовский С.М.
Набор и верстка в пакете LATEX. Москва: Космосинформ, 1994.

Список литературы оформляется следующим образом.
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Рисунок 1 – Название рисунка
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Аннотация: Компьютерлiк (есептеуiш) диаметр мәнмәтiнiнде Соболев класында жататын функцияларды олардың
тригонометриялық Фурье-Лебега коэффициенттерiнiң ақырлы жиынынан алынған дәл емес ақпарат бойынша жуықтау
есебi толығымен шешiлдi [100-200 cөздер].

Түйiн сөздер: жуықтап дифференциалдау, дәл емес ақпарат бойынша жуықтау, шектiк қателiк, Компьютерлiк
(есептеуiш) диаметр [6-8 cөз/сөз тiркестерi].

A.Zh.Zhubanysheva 1 , N. Temirgaliyev 1 , A.B. Utesov 2

1 Institute of theoretical mathematics and scientific computations of L.N. Gumilyov Eurasian National University,
Astana, Kazakhstan

2 K.Zhubanov Aktobe Regional State University, Aktobe, Kazakhstan

Numerical differentiation of functions in the context of Computational (numerical) diameter

Abstract: The computational (numerical) diameter is used to completely solve the problem of approximate differentiation
of a function given inexact information in the form of an arbitrary finite set of trigonometric Fourier coefficients. [100-200 words]
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