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және оның Ли su (2) Алгебрасын қолдана отырып, біз СГ және варияциалық принциптен 
алынған беттердің спектрлік деформациясын, Лакс жұптарын таптық.Біз интегралданатын 
сызықты емес теңдеулерді жартылай туындыларға шешу параметрлерін деформациялаудан 
тұратынын көрдік..Кейбір жаңа алгебралық MKdV жағдайында Вайнгартен мен Уиллмор 
беттері енгізілді. Осылай біз, Лакс теңдеулерін шешу, беттердің  кейбірі тұрақты  арнайы 
мәндері үшін алдық. 
 Бұл зерттеуді ҚР БҒМ қаржыландырды, IRN AP08857372. 
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Модели со скалярными полями широко исследуются в современной космологии, с их 

помощью можно получить ускоренное расширение Вселенной и более сложную динамику 
Вселенной. Скалярное поле может быть ответственно, как за ускоренный, так и за 
замедленный режимы развития Вселенной. Вблизи минимума инфляционного потенциала 
условия инфляции нарушаются, и Вселенная может выйти из режима инфляции. Обычно, 
инфляционный случай на ранних этапах развития Вселенной характеризуется квази-
экспоненциальным коэффициентом расширения, т.е., 𝑑(𝐻−1)

𝑑𝑡
≪ 1, который предполагает 

состояние медленного скатывания [1-5] 
 

  𝜑̇2 ≪ 𝑉(𝜑),                                                                    (1) 
 

Следовательно, мы можем определить первый параметр медленного скатывания, 
обозначаемый как 𝜖 
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𝜖 = − 𝐻̇

𝐻2 = 3𝜑̇2

𝜑̇2+2𝑉(𝜑)
,                                                                    (2) 

 
с такими минимальными требованиями для разработки инфляции |𝜖| ≪ 1. 

Если мы воспользуемся уравнениями Фридмана, то сможем обнаружить первый 
порядок параметра медленного скатывания, обозначаемого как 𝜖𝑉. который зависит только от 
потенциала V(𝜑) 

 

𝜖 ≈ 3𝜑̇2

2𝑉(𝜑)
= 1

2𝑘
(𝑉,𝜑

𝑉
)

2
≡ 𝜖𝑉,                                                               (3) 

 
Если мы найдем производную по космическому времени, то сможем обнаружить 

второй параметр медленного скатывания, обозначаемый как η, который гарантирует 
медленное изменение ϵ во времени 

 
 

𝜖̇ = 2𝐻̇2

𝐻3 − 𝐻̈
𝐻2 = 2𝐻𝜖(𝜖 − 𝜂), 𝜂 ≡ − 𝜑̈

𝐻𝜑̇
,                                                    (4) 

 
Аналогичным образом в случае 𝜖𝑉 , мы можем обнаружить 𝜂𝑉, который зависит только 

от потенциала. Используя уравнения Фридмана, получим 
 

𝜂𝑉 = 𝜂 + 𝜖 ≈ 1
𝑘

(𝑉,𝜑𝜑

𝑉
 ),                                                      (5) 

где 𝑉,𝜑𝜑=𝑑2𝑉
𝑑𝜑2. 

Эти параметры медленного скатывания описывают динамику инфляции и 
наблюдаемые особенности разных моделей. На самом деле, мы можем написать следующие 
спектральные индексы в терминах параметров медленного скатывания 

 
𝑛𝑆 − 1 = 𝑑 ln(∆𝑆

2)
𝑑 ln(𝑘)

= −4𝜖 + 2𝜂 ≈ −6𝜖𝑉 + 2𝜂𝑉                            (6a) 
 

𝑛𝑇 = 𝑑 ln(∆𝑇
2 )

𝑑 ln(𝑘)
= −2𝜖 ≈ −2𝜖𝑉                                                     (6b) 

 
𝑟∗ = ∆𝑇

2 (𝑘∗)
∆𝑆

2(𝑘∗)
= 16𝜖 ≈ 16𝜖𝑉,

                                                     (6c)
 

 
где ∆𝑆 и ∆𝑇 есть безразмерный скалярный и тензорный энергетические спектры, 
соответственно; 𝑛𝑆 это скалярный спектральный индекс, 𝑛𝑇 это тензорный спектральный 
индекс и 𝑟∗ это соотношение тензор-скаляр в масштабе 𝑘∗ Вариация медленного скатывания 
дает N как 

𝑁 = ∫ 𝐻𝑑𝑡 = ∫ 𝐻
𝜑̇

𝜑
𝜑𝑒𝑛𝑑

𝑡2
𝑡1

𝑑𝜑 ≈ 𝑘 ∫ 𝑉(𝜑′)
𝑉𝜑(𝜑′)

𝑑𝜑′,𝜑
𝜑𝑒𝑛𝑑

                                 (7) 

 
Уравнения движения для полной теории, в представлении материи, может быть 

получено из следующего действия 
 

𝑆𝐺𝑅 = ∫ 𝑑4𝑥 √−𝑔( 𝑅
2𝑘

+ ℒ𝑚)                                              (8) 
 
Исследуем метрику Фридмана-Робертсона-Уокера в сферических координатах 
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𝑑𝑠2 = −𝑑𝑡2 + 𝑎(𝑡)2 ( 𝑑2𝑟
1−𝐾𝑟2 + 𝑟2𝑑𝑟2(𝑑𝜃2 + 𝑠𝑖𝑛2(𝜃)𝑑𝜙2)).                      (9)  

 
Запишем следующие уравнения Фридмана для давления и плотности 
 

3𝐻2 + 2𝐻̇ = −𝑝,                                                      (10) 
 
 

3𝐻2 = 𝜌.                                                            (11) 
 
Далее, получим и запишем уравнение Клейна-Гордона 
 

𝜑̈ + 3𝐻𝜑̇ + 𝑉𝜑 = 0                                                      (12) 
 
В конечном итоге получаем и записываем уравнение сохранения 
 

𝜌̇ + 3𝐻(𝜌 + 𝑝) = 0,                                                   (13) 
где 

𝑝 = 1
2

𝜑̇2 − 𝑉,                                                            (14) 
 

𝜌 = 1
2

𝜑̇2 + 𝑉.                                                (15) 
 
Рассмотрим 1-й пример, где эволюция Вселенной подчиняется степенной функции 

масштабного фактора 
 

𝑎 = 𝑎0𝑡𝛼,                                                         (16) 
где  𝑎0 > 0 и  𝛼 > 1. 

Для того что бы найти вид функции скалярного поля попарно сложим (14) и (15), затем 
(10) и (11) 

𝑝 + 𝜌 = 1
2

𝜑̇2 − 𝑉 + 1
2

𝜑̇2 + 𝑉 = 𝜑̇2                                          (17) 
 

𝑝 + 𝜌 = −3𝐻2 − 2𝐻̇ + 3𝐻2 = −2𝐻̇                                        (18) 
 
Далее приравняем их  и найдем параметр Хаббла 
 

−2𝐻̇ = 𝜑̇2                                                         (19) 
 

𝐻 = 𝑎̇
𝑎
                                                                       (20) 

 
Для того что бы определить параметр Хаббла, найдем первую производную по времени 
 

𝑎̇ = 𝑎0𝛼𝑡𝛼−1,                                                                 (21) 
 

𝐻 = 𝑎0𝛼𝑡𝛼−1

𝑎0𝑡𝛼 = 𝛼
𝑡
,                                                             (22) 

 
𝐻̇ = − 𝛼

𝑡2.                                                                          (23) 
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𝜑̇2 = −2 ∙ (− 𝛼
𝑡2) = 2𝛼

𝑡2 ,                                                      (24) 
 

𝜑̇ = √2𝛼
𝑡

,                                                                            (25) 
 

𝑑𝜑
𝑑𝑡

= √2𝛼
𝑡

,                                                              (26) 
 

∫ 𝑑𝜑 = ∫ √2𝛼
𝑡

𝑑𝑡,                                                              (27) 
 

𝜑 = √2𝛼 ln 𝑡 + ln 𝛽 = ln(𝜑0𝑡√2𝛼),                                          (28) 
 

где  𝜑0 – константа интегрирования. 
𝑉𝜑 = −𝜑̈ − 3𝐻𝜑,̇                                                             (29) 

 
𝜑̈ = (√2𝛼

𝑡
)𝑡 = − √2𝛼

𝑡2 ,                                                        (30) 
 

𝑉𝜑 = √2𝛼
𝑡2 − 3 𝛼

𝑡
∙ √2𝛼

𝑡
= √2𝛼

𝑡2 (1 − 3𝛼),                                       (31) 
 

𝑑𝑉
𝑑𝜑

= √2𝛼
𝑡2 (1 − 3𝛼),                                                       (32) 

 
𝑉 = 2𝛼(1 − 3𝛼),                                                        (33) 

 
𝑉 = −2𝛼(1−3𝛼)

2𝑡2 + 𝑉0 = −𝛼(1−3𝛼)
𝑡2 + 𝑉0,                                        (34) 

Найдем потенциал скалярного поля используя уравнение Клейна-Гордона (10) 
где 𝑉0 − константа интегрирования. 

𝜑 = ln(𝜑0𝑡√2𝛼),                                                             (35) 
 

𝑡 = (𝑒𝜑

𝜑0
)

1
√2𝛼,                                                                    (36) 

 
𝑝 = 1

2
𝜑̇2 − 𝑉 = 𝛼(2−3𝛼)

𝑡2 − 𝑉0,                                                   (37) 
 

𝑝 = −3𝐻2 − 2𝐻̇ = 𝛼(2−3𝛼)
𝑡2 ,                                                      (38) 

 
𝜌 = 3𝐻2 = 3 𝛼2

𝑡2 ,               (39) 
 

𝜌 = 1
2

𝜑̇2 + 𝑉 = − 𝛼(2−3𝛼)
𝑡2 ,            (40) 

 
𝜖 = − 𝐻̇

𝐻2 = 𝛼
𝑡2 ∙ 𝑡2

𝛼2 = 1
𝛼
,             (41) 

 

𝜂 = − 𝜑̈
𝐻𝜑̇

=
√2𝛼

𝑡2
𝛼
𝑡 ∙√2𝛼

𝑡

=
√2𝛼
𝑡2

𝛼√2𝛼
𝑡2

= √2𝛼
𝛼√2𝛼

= 1
𝛼
           (42) 
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𝜖𝑉 =
3𝜑̇2

2𝑉
=

32𝛼
𝑡2

−𝛼(1−3𝛼)
𝑡2

= 3
3𝛼−1

,             (43) 

 
𝜂𝑉 = 𝜖 + 𝜂 = 1

𝛼
+ 1

𝛼
= 2

𝛼
              (44) 

 
 

Далее, используя полученные уравнения мы попытаемся найти 1-й и 2-й параметры 
медленного скатывания 

 
Далее мы найдем соответствующие им тензорный, скалярный спектральные индексы, а 

также соотношение тензор-скаляр в масштабе 𝑟∗. 
 

𝑛𝑆 − 1 = −4𝜖 + 2𝜂 = − 4
𝛼
+ 2

𝛼
= − 2

𝛼
,   (45) 

 
𝑛𝑇 = −2𝜖 = − 2

𝛼
,      (46) 

 
𝑟∗ = 16𝜖 = 16

𝛼
,        (47) 

 
Мы исследовали параметры медленного скатывания в ОТО. Для рассматриваемой 

модели нашли уравнения движения, решения для масштабного фактора. А также изучили 
параметры медленного скатывания. Для этой модели параметры медленного скатывания 
удовлетворяют условию необходимости возникновения инфляции. В итоге также получили 
спектральные индексы.  

Данное исследование финансируется Комитетом науки Министерства образования и 
науки Республики Казахстан AP08052034. 
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