
( )( ) ( )( ) ( )∑
−

=

−− −=∆
α

αα σ
h
t

h
αk

hhhα hkhfkhttf 1
, , 

we define ( )( ) ( )tftfha =∆0
, .  

Definition 4. Let 0>α  and set ][αγ = (integer part). The right fractional h-difference fha
a

,∆   

of order α  of a function TFf ∈  is defined 
 

( )( ) ( )( )tftf hahaha
γaγa −∆∆=∆ ,,,  

We denote 

( )( )( )








∞<∆∈= − pp
haT

p
h bfFfbaL

1
1
,::],[ . 

Our first main result reads: 
 
Theorem. Let 0>α , ][αγ = ,  G  be an open set in R   and ( ) RGbaf →×],(:.,.  be a 

function such that ( ) ],[)(, 1 baLxyxf h∈  for any Gy ∈ . If ],[)( 1 baLxy h∈ , then )(xy  
satisfies a.e. in the following relations: 
 

( )( ) ( ) 0,,, >=∆ αα yxftyhα  

( )( ) ( )][,...,2,1,0,,, αα =∈=∆ − kRbbty kk
k
hα  

 
if and only if, )(xy  satisfies a.e. the integral equation  
 

( ) ( ) ( )( )∑
=

−− ∆+−
+−Γ

=
n

k
hah

k xfax
k

bxy
0

,1
:)( aγa

a
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( )∞==
′

+∞<< ,0,111,,1 I
pp

qp  және 
p
1

>γ болсын. (1) түріндегі интегралдық 

оператордың                             
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( ) ( ) 0,ln
0

1 >
−

= ∫ − sdssf
sx

xsxKf
x

γ

                             (1) 

pL  кеңістігінен qL   кеңістігіне шенелгендігі және компактылығы туралы критерийі [1] 
еңбекте тағайындалды.  

     [2] жұмысында келесідей интеграл операторының 

( ) ( )
( )

( )
( ) ( ) ( ) Ixdssw

sWxW
xW

sW
sfxKf

x

∈
−

= ∫ ,ln
0                                  (2)  

  ( )ILL wpwp .. =  кеңістігінен ( )ILL vqvq .. =  кеңістігіне  дейінгі шенелімділік критерийілері 
алынған болатын. 

      Айталық, ∞<≤< qp1 және  ( ) qxxv −= болсын. Келесі интеграл операторының 

( ) ( ) Ixds
sx

x
s
sfxKf

x

∈
−

= ∫ ,ln
0                                                  (3) 

 ( )ILL wpwp .. =  кеңістігінен ( )ILL vqvq .. =  кеңістігіне дейін компакты болуының қажетті және 
жеткілікті шарттары [3] еңбегінде алынды.       

( ) 0,)(ln1 >
−

= ∫
∞

−∗ sdxxf
sx

xssfK
s

γ

                                              
(4) 

(1) операторына ( ) ( )dxxgxf∫
∞

0

 скаляр көбейтінді бойынша түйіндес оператор. ( )∗
′ = qq LL  

және ( )∗
′ = pp LL  . (2) операторының  əр  түрлі жағдайдағы qL ′  кеңістігінен pL ′   кеңістігіне 

шенелімділік критерийін орнатуын қарастырамыз.  

( ) ( ) 0, >= ∫
∞

sdx
x
xfsxHf

s

γ

                                               (5) 

операторын қарастырамыз.  

0≥∀f  үшін                                  ( )xHffK ≥∗
                                                      (6) 

теңсіздігі орындалады. 

Теорема А. Айталық, ∞<′≤′< pq1 , 
q
1

>γ болсын. H  операторы qL ′  кеңістігінен pL ′   

кеңістігіне шенелген болады, сонда тек сонда ғана, егер келесі теңсіздік орындалса: 
 

∞<















= ∫∫

∞
−

′
′

>

∗
q

x

q
px

p

x
dttdssA

11

00
sup γ , 

мұнда AH ≈  орындалады. 
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Теорема 1. Айталық, ∞<′≤′< pq1 , 
q
1

>γ болсын. ∗K  операторы qL ′  кеңістігінен pL ′   

кеңістігіне шенелген болады, сонда тек сонда ғана, егер келесі теңсіздік орындалса: 

∞<















= ∫∫

∞
−

′
′

>

∗
q

x

q
px

p

x
dttdssA

11

00
sup γ . 

Сонымен қатар AK ≈∗ . 

Дәлелдеуі: Қажеттілік. Егер ∗K операторы шенелген болса, онда ∞<∗A  шарты 
орындалады ма? 

∗K  операторы qL ′  кеңістігінен pL ′  кеңістігіне шенелген болсын, яғни  

,
qp

fKfK
′

∗

′

∗ ≤ 0≥∀f . 

(5) операторы мен (6) формулаларын пайдаланғанда,    

,
qp

fKHf
′

∗
′

≤ 0≥∀f .                                               (1) 

болады, яғни H  операторы qL ′  кеңістігінен pL ′  кеңістігіне шенелген және ∗≤ KH  

болады. Онда A теоремасының нәтижесіне сүйенсек, ∞<∗A  ақырлы шама және ∗≈ AН . 
Сәйкесінше, 

.∗∗ >> АK                                                             
(2) 

Қажеттілігі дәлелденді. 

Жеткіліктілігі. ∞<∗A  болсын. ∗K  операторының шенелгендігін көрсетеміз. 

qLf ′∈≤0 болсын. 0≥> sx үшін 0ln ≥
− sx
x  орындалады. ( ) kk

II ∪=∞= ;0  және 

[ )12;2 += kk
kI  болсын. Сонда: ( ) ≤









−
==

′
∞

−′
∞

′∗ ∑ ∫ ∫∫
−

′
dsdxxf

sx
xsdxfKfK

p

k s

ppq

L

k

kp

2

2

1

0 1

)(ln)( γ
γ  

( ) ( ) <<


















−





+











−
≤

′
∞

−′

′

−′′ ∫∑ ∫∑ ∫∫
+−

+

−

dsdxxf
sx

xsdsdxxf
sx

xs
p

k

p

k

p

s

pp

k

k

k

kk

k 21

2

1 2

2

2

1
22

2

1 )(ln)(ln2 γγ

 

( )∑ ∫∫ +










−
<<

′

−′

+

−k

p

s

p dsdxxf
sx

xs
kk

k

2

1

22

2

1 )(lnγ

 

( )∑ ∫∫ +=










−
+

′
∞

−′

+−k

p

p JJdsdxxf
sx

xs
k

k

k

.)(ln 21
2

2

2

1

21

γ

                                    
(3)
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1J  және −2J ні  жеке-жеке бағалаймыз. 0≥> sx үшін 
sx

x
s −

ln1 функцияның x

айнымалысы бойынша кемімелі және s айнымалысы бойынша өспелі қасиетін пайдалана 
отырып, келесі теңсіздікті аламыз: 

( ) ( )∑ ∫∫∑ ∫∫ ≤










−
=











−
=

′

′

′

−′

+

−

+

− k

p

s

p

k

p

s

p dsdxxf
sx

x
s

sdsdxxf
sx

xsJ
kk

k

kk

k

2

1

2

1

22

2

22

2

1
1 ln1)(ln γγ  

≤










−
= ∑ ∫∫

′

′

+

−k

p

s

p dsdxxf
sx

x
s

s
kk

k

2

1

22

2

)(ln1γ

kkk

kkkkkk

ss
xxsxs

222
222222

1

12112

≤⇒≤≤

≥⇒≤≤≤≤≤⇒≤≤
−

+++−+

 

≤










−
≤ ∑ ∫∫

′

+

+
′

+

−k

p

kk

k

s
k

p dsdxxfs
kk

k

)(
22

2ln
2
1

1

122

2

2

1

γ  

<<









≤ ∑ ∫ ∫

−

+ ′

′

k

p

s
k

pq
k

k

k

dsdxxfs
2

2

2

1

2

)(
2
1)2(ln γ  

.)(

0
∫ ∫
∞

′

′

′∞
′ =








<< p

p

p

s

p Hfdsdx
x
xfs γ

                                                
(4) 

Осыдан А теоремасы бойынша келесі қатынас шығады: 

p

q
p fAJ ′

′
′<<1                                                         (5) 

Гельдер теңсіздігін және Йенсен теңсіздігін, xts =  айнымалыны енгізу арқылы бағалауды 
аламыз: 

∑ ∫∫ ≤










−
=

′
∞

′

+−k

p

p dsdxxf
sx

xsJ
k

k

k 21 2

2

2
2 )(lnγ  

( ) ( ) ≤










−









≤

′
∞′

′
∞

′−′ ∫∫∑ ∫
++−

dsdx
sx

xdxxfs
q
p

q
q
p

q

k

p

kk

k

k 221 22

2

2

1 lnγ

 

∞≤≤⇒∞≤≤≤≤≤⇒>

⇒∞≤≤

≤≤

−+−

+

−

xxssx
x
s

kkkk

k

kk

121

2

1

2222
2

22

 

( ) ( ) ≤










−









≤

′
∞′

′
∞

′−′ ∫∫∑ ∫
−−−

dsdx
sx

xdxxfs
q
p

q
q
p

q

k

p

kk

k

k 111 22

2

2

1 lnγ  
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( ) ( ) ≤








−









≤

′
∞′

′
∞

′−′ ∫∫∑ ∫
−−

dsdx
sx

xdxxfs
q
p

s

q
q
p

q

k

p

k

k

k

ln
11 2

2

2

1γ

 

( ) ( ) ( ) ≤







⋅
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








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








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′
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′
′

∞
′
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q
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q
p

q dt
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x

xtx
xtdxtxdxxf

k
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2
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2
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11
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( ) ( ) =








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


















≤ ∑ ∫∫∫

′
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′

+−′′
′

∞
′
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q
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qqq
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p

q dt
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xtdxxdxxf
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1
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1
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2

1

2
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11
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( )
( )

∑ ∫∫
−−

<<









=

′
+−′′

′
∞

′
′
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q
ppq

p
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kk

dxxdxxf
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2 11

γ
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



































<< ∑ ∫∫

′

′
′








+−′

′
∞

′

−−k

p

p
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kq
p

q
k

kk

dxxdxxf

1
2

2

11

2 11
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( ) <<














































<< ∑ ∫∫∫

′

′
′−

′
′

∞
′

−−k

p

p
p

q
q

q
p

q
k

k

k

k

dxxdssdxxf

1
2

2

1
2

02 11

γ  

( 1≥
′
′

q
p

 екенін ескере отырып, Йенсен теңсіздігін қолданамыз, онда): 

( ) ( ) ,
11 22

∑ ∑ ∫∫
′

′
′

′
′

∞
′′

′
′

∞
′′ <<










≤










≤

−−k

p

q
p

q
p

k

qp
q
p

qp fAdxxfAdxxfA
kk                         

(6) 

мұндағы ( ) dt
t

t qq

−
= ∫ −

1
1ln

1

0

1γβ .    

(2), (4) және (5) бойынша келесідей қатынасты аламыз: 

qp
fAfK

′
∗

′

∗ <<
                                                 

(7) 

 Сонымен, біз қажеттілік жағдайында (2) қатынасының орындалатындығын, 
ал жеткіліктілігінде (7) бойынша ∗∗ << AK екендігін көрсеттік. Сонда, AK ≈∗ . Теорема 1 
толығымен дәлелденді. 

Теорема 2. Айталық, ∞<′<′< qp1 , 
q
1

>γ  болсын. ∗K  операторы qL ′  кеңістігінен pL ′   

кеңістігіне шенелген болады, сонда тек сонда ғана, егер келесі теңсіздік орындалса: 
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( )

∞<
































=

′′
′−′

′−′
−′′

∞′−′
′

′
∞

−∗ ∫∫∫
qp
pq

pq
pq

x
q

pq
q

x
pq dxdt

t
dssxB

1

00

1γ , 

Сонымен қатар ∗∗ ≈ BK . 
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ЖАЙ МОДУЛЬ БОЙЫНША ҚАЛЫНДЫЛАРДАҒЫ КВАДРАТ 

ҮШМҮШЕНІҢ ТҮБІРЛЕРІНІҢ САНЫ 
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Л. Н. Гумилев атындағы ЕҰУ-дың магистранты, Нұр-Сұлтан, Қазақстан 
Ғылыми жетекші - Алгебра және геометрия кафедрасының оқытушысы, физика-

математика ғылымдарының кандидаты, Ш.Ө. Абуталипова   
 

        Түйіндеме: Бұл жұмыста берілген жай модуль үшін анықталатын квадрат қалындыға 
қатысты Гаусс леммасын қолданып, бүтін сандардағы квадрат үшмүшенің түбірлері 
сипатталады. 

        Аннотация: В этой работе описываются корни квадратного трехчлена в целых 
числах с использованием леммы Гаусса, рассматривающая квадратичные вычеты по 
простому модулю.  

       Abstract: This paper describes the roots of a quadratic trinomial in integers using Gauss's 
lemma, which considers quadratic residues modulo prime. 

Түйін сөздер: жай модуль, квадрат қалынды, Эйлер критерийі, Лежандр символы, 
Гаусс леммасы.  
          Бұл мақалада 𝑎𝑎 саны мен 𝑝𝑝 жай модуль үшін 𝑎𝑎𝑎𝑎2 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 + 𝑐𝑐 ≡ 0(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝑝𝑝) теңдеуі 
түбірлерін табуға байланысты есеп қарастырылады. Есепті тұжырымдау үшін алдымен 
квадрат қалынды ұғымы мен Лежандр символының анықтамасы, содан кейін квадрат 
қалындының Эйлер критерийі мен олардың саны жайлы Гаусс леммасын береміз. 
Жұмыстың өн бойында 𝑎𝑎 мен 𝑝𝑝 бүтін сандары өзара жай дегенді (𝑝𝑝,𝑎𝑎) = 1 теңдігімен 
белгілейтін боламыз. Алдымен жоғарыда айтылған қажетті негізгі ұғымдар мен 
нәтижелерді қарастырайық. 

Анықтама 1. 𝑝𝑝,𝑎𝑎 ∈ ℤ және (𝑝𝑝,𝑎𝑎) = 1 болсын. Онда  

1. 𝑥𝑥2 ≡ 𝑎𝑎(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚) теңдеуінің шешімі бар болса, 𝑎𝑎 санын квадрат қалынды деп атаймыз. 

1354 
 

mailto:agul_kz@mail.ru

