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       Түйіндеме: Бұл жұмыста берілген жай модуль үшін анықталатын куб қалындыға 
қатысты бүтін сандар сипатталады. 

       Аннотация: В этой работе описываются целые числа относительно кубических 
вычетов определенные по простому модулю. 

       Abstract: This paper describes integers with respect to cubic residues defined by prime 
modulus. 

 
Түйін сөздер: жай модуль, куб қалынды, Эйзенштейн бүтін сандары, Лежандр 

символы.  

         Бұл мақалада 𝛾𝛾 ∈ ℤ[𝜔𝜔], 𝛾𝛾-жай сан модуль бойынша 𝑥𝑥3 ≡ 𝜔𝜔 (𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚) теңдеуі және 

𝜋𝜋 ∈ � ℤ
5ℤ[𝜔𝜔]�

∗
,   𝑥𝑥3 ≡ 𝜋𝜋(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 5) теңдеуіне қатысты есептер қарастырылған . Есептішешу 

үшін алдымен ℤ[𝜔𝜔] сақинадағы норма, куб қалынды ұғымы мен Лежандр символының 
анықтамасын береміз. Алдымен жоғарыда айтылған қажетті негізгі ұғымдар мен 
нәтижелерді қарастырайық. 

         Анықтама 1. ℤ[𝜔𝜔] сақинасы 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 түріндегі элементтерден тұрады, мұндағы 
𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ ℤ,  𝜔𝜔 = −1+√3

2
 . 𝛼𝛼 = 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 санының нормасы деп, 𝑁𝑁(𝛼𝛼) = 𝑎𝑎2 − 𝑎𝑎𝑎𝑎 + 𝑏𝑏2 санын 

айтамыз. 

        Анықтама 2. Егер 𝜋𝜋 ∈ ℤ[𝜔𝜔]  жай сан, 𝑁𝑁(𝛼𝛼) ≠ 3 және 𝜋𝜋 ∤ 𝛼𝛼 болса, онда Лежандр 
символы деп, 

�
�
𝛼𝛼
𝜋𝜋
�
3

= 0  егер 𝜋𝜋 | 𝛼𝛼 болса                                                                   

 �
𝛼𝛼
𝜋𝜋
�
3

= 1 егер  𝑥𝑥3 ≡ α(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝜋𝜋) теңдеуінің шешімі бар болса
 

санын айтамыз.  

         Анықтама 3. Егер 𝜋𝜋 ∈ ℤ[𝜔𝜔]  жай сан, 𝑁𝑁(𝛼𝛼) ≠ 3 және 𝜋𝜋 ∤ 𝛼𝛼 болсын, онда 𝜋𝜋 модулі 
бойынша 𝛼𝛼 санын куб қалынды деп айтамыз, егер: 

(𝑎𝑎) �𝛼𝛼
𝜋𝜋
�
3

= 0  егер 𝜋𝜋 | 𝛼𝛼 болса 

(𝑏𝑏) 𝛼𝛼
𝑁𝑁(𝛼𝛼)−1

3 ≡ �𝛼𝛼
𝜋𝜋
�
3

(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚),   мұндағы �𝛼𝛼
𝜋𝜋
�
3

= 1, 𝜔𝜔,  немесе 𝜔𝜔2 тең болса. 

         Теорема 1. 𝜋𝜋 ∈ ℤ[𝜔𝜔]  жай сан, 𝑁𝑁(𝛼𝛼) ≠ 3 және 𝜋𝜋 ∤ 𝛼𝛼 болсын,oнда 

𝛼𝛼
𝑁𝑁(𝛼𝛼)−1

3 ≡ 𝜔𝜔𝑚𝑚(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚) 

1357 
 

mailto:agul_kz@mail.ru


мұндағы 𝑚𝑚 = 0, 1, немесе 2  тең болады. 

         Теорема 2. Егер 𝜋𝜋 ∈ ℤ[𝜔𝜔]  жай сан, 𝑁𝑁(𝛼𝛼) ≠ 3 және 𝜋𝜋 ∤ 𝛼𝛼 болсын, oнда  

(a) 𝑥𝑥3 ≡ 𝛼𝛼(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝜋𝜋)теңдеуінің шешімі бар, 𝛼𝛼 куб қалынды болса, онда �𝛼𝛼
𝜋𝜋
�
3

= 1 тең.  

(b) 𝛼𝛼
𝑁𝑁(𝛼𝛼)−1

3 ≡ �𝛼𝛼
𝜋𝜋
�
3

(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 𝜋𝜋). 

(c) �𝛼𝛼𝛼𝛼
𝜋𝜋
�
3

= �𝛼𝛼
𝜋𝜋
�
3
�𝛼𝛼
𝜋𝜋
�
3
.  

(d) Егер 𝛼𝛼 ≡ 𝛽𝛽(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚)болса, онда �𝛼𝛼
𝜋𝜋
�
3

= �𝛽𝛽
𝜋𝜋
�
3
.  

        Тұжырым 1. Егер 𝛾𝛾 ∈ ℤ[𝜔𝜔] жай сан, 𝛾𝛾 = 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏;   𝑎𝑎 = 3𝑚𝑚 − 1;   𝑏𝑏 = 3𝑛𝑛;    𝑚𝑚,𝑛𝑛 ∈ ℤ 
болса, онда  

(𝑎𝑎) �𝜔𝜔
𝛾𝛾
�
3

= 1 егер 𝛾𝛾 ≡ 8 �𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3(1 − 𝜔𝜔)� болса 

(𝑏𝑏) �𝜔𝜔
𝛾𝛾
�
3

= 𝜔𝜔 егер 𝛾𝛾 ≡ 2�𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3(1 − 𝜔𝜔)� болса 

(𝑐𝑐) �𝜔𝜔
𝛾𝛾
�
3

= 𝜔𝜔2 егер 𝛾𝛾 ≡ 5�𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3(1 − 𝜔𝜔)� болса 

болатын көрсет. 

         Дәлелдеуі: Алдымен 𝛾𝛾 жай санын  түрлендіру арқылы: 

𝛾𝛾 = 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 = −1 + 3(𝑚𝑚 + 𝑛𝑛𝑛𝑛) санын аламыз. 

𝛾𝛾 санын (1 − 𝜔𝜔) саны бойынша модуль аладын болса, онда  

𝛾𝛾 ≡ −1 + 3(𝑚𝑚 + 𝑛𝑛)(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 (1 − 𝜔𝜔)) тең екені анық. 

(a)-дағы шарты бойынша 8 = −1 + 3(𝑚𝑚 + 𝑛𝑛)тең. Демек 𝛾𝛾 = −1 + 9𝜔𝜔тең болады. (теорема 

1) және (теорема 2) бойынша 𝜔𝜔
𝑁𝑁(𝛼𝛼)−1

3 ≡ �𝜔𝜔
𝛾𝛾
�
3

(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚)тең болады, онда 𝑁𝑁(𝛼𝛼) = 73,   

 𝑁𝑁(𝛼𝛼)−1
3

≡  0(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3) тең, осыдан  �𝜔𝜔
𝛾𝛾
�
3

= 1 тең екені шығады. 

(b)-дағы шарты бойынша 2 = −1 + 3(𝑚𝑚 + 𝑛𝑛) тең. Демек 𝛾𝛾 = −1 + 3𝜔𝜔 тең болады. 

(теорема 1) және (теорема 2) бойынша 𝜔𝜔
𝑁𝑁(𝛼𝛼)−1

3 ≡ �𝜔𝜔
𝛾𝛾
�
3

(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚) тең болады, онда 𝑁𝑁(𝛼𝛼) =

13, 

 𝑁𝑁(𝛼𝛼)−1
3

≡  1(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3) тең, осыдан  �𝜔𝜔
𝛾𝛾
�
3

= 𝜔𝜔 тең екені шығады. 

(c)-дағы шарты бойынша 5 = −1 + 3(𝑚𝑚 + 𝑛𝑛) тең. Демек 𝛾𝛾 = −1 + 6𝜔𝜔 тең болады. 

(теорема 1) және (теорема 2) бойынша 𝜔𝜔
𝑁𝑁(𝛼𝛼)−1

3 ≡ �𝜔𝜔
𝛾𝛾
�
3

(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚) тең болады, онда 𝑁𝑁(𝛼𝛼) =

43;   𝑁𝑁(𝛼𝛼)−1
3

≡  2(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 3) тең, осыдан  �𝜔𝜔
𝛾𝛾
�
3

= 𝜔𝜔2 тең екені шығады.  

        Тұжырым 2. Егер 𝜋𝜋 ∈ � ℤ
5ℤ[𝜔𝜔]�

∗
,   𝜋𝜋 куб қалынды болса, онда  

𝜋𝜋 ≡ 1, 2, 3, 1 + 2𝜔𝜔, 2 + 4𝜔𝜔, 3 + 𝜔𝜔 және 4 + 3𝜔𝜔 (𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 5) санғa тең екенін көрсет.  
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        Дәлелдеуі: (теорема 1) және (теорема 2) бойынша 𝜋𝜋
𝑁𝑁(5)−1

3 ≡ �𝜋𝜋
5
�
3

(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 5) тең болады. 

𝜋𝜋 ≡ 1(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 5) немесе 𝜋𝜋 = 1 болса, онда куб қалынды болатыны анық. 

𝜋𝜋 ≡ 2(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 5) немесе 𝜋𝜋 = 2 және 𝑁𝑁(5) = 25  болса, онда 𝜋𝜋
𝑁𝑁(5)−1

3 ≡ 28 ≡ 1(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 5), 

𝜋𝜋 ≡ 3(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 5) немесе 𝜋𝜋 = 3 болса, онда 38 ≡ 1(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 5), 

𝜋𝜋 ≡ 1 + 2𝜔𝜔(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 5) немесе 𝜋𝜋 = 1 + 2𝜔𝜔 болса, онда (1 + 2𝜔𝜔)8 ≡ (−3)4 ≡ 1(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 5), 

𝜋𝜋 ≡ 2 + 4𝜔𝜔(𝑚𝑚𝑜𝑜𝑑𝑑 5) немесе 𝜋𝜋 = 2 + 4𝜔𝜔 = 2(1 + 2𝜔𝜔) болса, онда 28 ∙ (1 + 2𝜔𝜔)8 ≡
1(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 5), 

𝜋𝜋 ≡ 3 + 𝜔𝜔(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 5) немесе 𝜋𝜋 = 3 + 𝜔𝜔 болса, онда (3 + 𝜔𝜔)8 ≡ 34 ≡ 1(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 5), 

𝜋𝜋 ≡ 4 + 3𝜔𝜔(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 5) немесе 𝜋𝜋 = 4 + 3𝜔𝜔 болса, онда (4 + 3𝜔𝜔)8 ≡ (−3)4 ≡ 1(𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 5), 

осыдан (теорема 2) бойынша 𝜋𝜋 саны куб қалынды болатыны көрсетілді.   
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УРАВНЕНИЙ ТИПА ВОЛЬТЕРРА И ФРЕДГОЛЬМА. 
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Целью исследования является изучение принципа сжимающих отображений в 

метрических пространствах, доказательство теоремы Банаха о принципе сжимающих 
отображений и демонстрация его применения для решения уравнений типа Фредгольма и 
Вольтерра. 

Пусть задано отображение 𝐴𝐴:𝑋𝑋 → 𝑋𝑋, где 𝑋𝑋 – произвольное метрическое 
пространство. 

Определение 1. Отображение 𝐴𝐴 называется сжатием, если  
∃0 < 𝑞𝑞 < 1: ∀𝑥𝑥,𝑦𝑦 ∈ 𝑋𝑋 𝜌𝜌𝑋𝑋(𝐴𝐴𝐴𝐴,𝐴𝐴𝐴𝐴) ≤ 𝑞𝑞𝜌𝜌𝑋𝑋(𝑥𝑥,𝑦𝑦)       (1) 
Определение 2. Точка 𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋 называется неподвижной точкой отображения 𝐴𝐴, если 

𝑥𝑥 есть решение уравнения 𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑥𝑥. 
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