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МетодтеорииизгибаТимошенкоучитываетсдвиговуюдеформациюивращательныеизгибы

,чтоделаетеёприменимойдляописанияповедениятолстыхбалок.Вотличиеотмоделиизгибабало

кЭйлера-

БернуллимодельТимошенкоприводиткуравнениючетвертогопорядка,котороетакжесодержити

частныепроизводныевторогопорядка. 

Еслимодульсдвигаматериалабалкипринятьравнымбесконечности(иследовательнозапрет

итьбалкеиспытыватьсдвиговыедеформации)иеслипренебречьэффектамиинерциинавращение,

томодельТимошенкосводитсякобычнойтеорииизгибабалки.Вкачествепримерарассмотримбал

ку,показаннуюнарисунке1. 

 

Рисунок 1 - Балка равномерно загруженная 

 

Причисленномрешениинелинейныхзадачизгибабалокразличнымиметодамирассмотрена

железобетонная балка сечением 400х600 мм, длиной l = 6 м, загруженная равномерно 

распределенной нагрузкой q =  25 т/м, 

чтопозволитсравнитьэффективностьразличныхметодоврасчета.Вприведенномпримереимеем

довольнонесложныйвариантнагружениябалки.Используетсяраспределеннаянагрузка.Рассмат

риваемслучайпростогонагружения. 

Вкачествеаппроксимирующейфункциивозьмемуравнениепрогибовупругойбалкипризада

ннойнагрузкеизаданныхграничныхусловиях.Прогибнелинейно-

упругойбалкибудемискатьввиде𝑣(𝑥) = 𝑎𝜑(𝑥). 

Переходимкрешениюзадачи.Координатныефункцийдолжнысоответствоватьследующим

требованиям. 

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%A1%D0%B4%D0%B2%D0%B8%D0%B3_(%D0%BC%D0%B5%D1%85%D0%B0%D0%BD%D0%B8%D0%BA%D0%B0)
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%98%D0%B7%D0%B3%D0%B8%D0%B1_(%D0%BC%D0%B5%D1%85%D0%B0%D0%BD%D0%B8%D0%BA%D0%B0)
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%98%D0%B7%D0%B3%D0%B8%D0%B1_(%D0%BC%D0%B5%D1%85%D0%B0%D0%BD%D0%B8%D0%BA%D0%B0)
https://en.wikipedia.org/wiki/Euler%E2%80%93Bernoulli_beam_theory
https://en.wikipedia.org/wiki/Euler%E2%80%93Bernoulli_beam_theory
https://en.wikipedia.org/wiki/Euler%E2%80%93Bernoulli_beam_theory
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%BE%D0%B4%D1%83%D0%BB%D1%8C_%D1%81%D0%B4%D0%B2%D0%B8%D0%B3%D0%B0
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Обязательноудовлетворятькинематическимграничнымусловиямv(0)=0,v(l)=0 

Удовлетворятьстатическимграничнымусловиям. 

Mz(0)=0→𝑣′′(0)=0 

Mz(l)=0→𝑣''(l)=0 

Функции,рекомендуемыедляразличныхусловийопиранияоднопролетныхстержней,прив

еденывтаблице1.Длястержнейпеременногоподлинепоперечногосечениявкачествекоординатн

ыхфункцийвыбираютфункциипрогибовстержнейпостоянногосеченияпритехжеусловияхопир

анияизагружения[3]. 

 

Таблица1 - Схемыифункциипрогибов 

Схема Функции прогибов 

 

𝑣(𝑥) = 𝑎1𝑠𝑖𝑛
𝜋𝑥

𝑙
+ 𝑎2𝑠𝑖𝑛

2𝜋𝑥

𝑙
+ 𝑎3𝑠𝑖𝑛

3𝜋𝑥

𝑙
+ ⋯ 

 

𝑣(𝑥) = 𝑎1𝑥(𝑙 − 𝑥) + 𝑎1𝑥2(𝑙 − 𝑥)2 + ⋯ 

 

 

Функционалполнойпотенциальнойэнергии 

 

Э =
1

2
∫ 𝐸𝐽𝑧[𝑣′′(𝑥)]2𝑙

0
𝑑𝑥 − ∫ 𝑞 ∙ 𝑣(𝑥)𝑑𝑥 =

𝐸𝐽𝑧

2

𝑙

0
∫ [𝑣′′(𝑥)]2𝑙

0
𝑑𝑥 − 𝑞 ∫ 𝑣(𝑥)𝑑𝑥

𝑙

0
 (1) 

 

Решениесфункциейпрогибов: 

 

𝑣1(𝑥) = ∑ 𝑎𝑖𝑠𝑖𝑛
(2𝑖−1)𝜋𝑥

𝑙

𝑛
𝑖=1      (2) 

 

Находимпервуюивторуюпроизводную: 

 

𝑣′
1(𝑥) = 𝑎𝑖

𝜋

𝑙
𝑐𝑜𝑠

𝜋𝑥

𝑙
, 𝑣′′

1(𝑥) = −𝑎𝑖 (
𝜋

𝑙
)

2

𝑠𝑖𝑛
𝜋𝑥

𝑙
    (3) 

 

Заданнаяфункция𝑣′
1(𝑥)удовлетворяетнетолькокинематическимграничнымусловиям,но

истатическим𝑣′′1(0) = 0,𝑣′′1(𝑙) = 0 

Находимпредварительныеинтегралы: 

 

∫ 𝑠𝑖𝑛2

𝑙

0

(
𝜋𝑥

𝑙
) 𝑑𝑥 = (

𝑥

2
−

𝑙

4𝜋
𝑠𝑖𝑛 (

2𝜋𝑥

𝑙
) |

𝑙
0

) =
𝑙

2
−

𝑙

4𝜋
sin(0) =

𝑙

2
 

∫ 𝑠𝑖𝑛

𝑙

0

(
𝜋𝑥

𝑙
) 𝑑𝑥 = (−

𝑙

2
𝑐𝑜𝑠 (

𝜋𝑥

𝑙
) |

𝑙
0

) = −
𝑙

𝜋
(cos(𝜋) − cos (0)) =

2𝑙

𝜋
 

 

𝐸𝐽𝑧

2
∫[𝑣′′(𝑥)]2

𝑙

0

𝑑𝑥 =
𝐸𝐽𝑧

2
𝑎1

2 (
𝜋

𝑙
)

4

∫ 𝑠𝑖𝑛2

𝑙

0

(
𝜋𝑥

𝑙
) 𝑑𝑥 =

𝐸𝐽𝑧𝑎1
2

2
(

𝜋

𝑙
)

4 𝑙

2
 

𝑞 ∫ 𝑣1(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑞𝑎1 ∫ 𝑠𝑖𝑛 (
𝜋𝑥

𝑙
)

𝑙

0

𝑙

0

𝑑𝑥 =
2𝑞𝑙𝑎1

𝜋
 

 

Функцияполнойпотенциальнойэнергии: 
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Э(𝑎1) =
𝐸𝐽𝑧𝑎1

2

2
(

𝜋

𝑙
)

4 𝑙

2
−

2𝑞𝑙𝑎1

𝜋
     (4) 

 

Находимпроизводную
𝜕Э

𝜕𝑎1
иприравниваемеенулю: 

𝜕Э

𝜕𝑎1
=

𝐸𝐽𝑧

2
(

𝜋

𝑙
)

4 𝑙

2
2𝑎1 −

2𝑞𝑙

𝜋
= 0. 

 

Изэтогоуравнениянаходимнеизвестное: 

 

𝑎1 =
2𝑞𝑙

𝜋

2𝑙3

𝐸𝐽𝑧𝜋4
=

4𝑞𝑙4

𝜋5𝐸𝐽𝑧
     (5) 

Функцияпрогиба𝑣1(𝑥) =
4𝑞𝑙4

𝜋5𝐸𝐽𝑧
𝑠𝑖𝑛 (

𝜋𝑥

𝑙
). 

Прогиббалкипосрединепролетапри𝑥 =
𝑙

2
равен: 

𝑣1 (
𝑙

2
) =

4𝑞𝑙4

𝜋5𝐸𝐽𝑧
= 0,0131

𝑞𝑙4

𝐸𝐽𝑧
 

Точнорешение 

𝑣 (
𝑙

2
) =

5𝑞𝑙4

384𝐸𝐽𝑧
= 0,0130

𝑞𝑙4

𝐸𝐽𝑧
 

 

Решение,полученноеметодомконечныхразностейсразбиениемпролетаначетыречасти,сос

тавило: 

 

𝑣1 (
𝑙

2
) = 0,0137

𝑞𝑙4

𝐸𝐽𝑧
 

 

Таким образом решение задачи сводится к подставке числовых данных в готовые 

формулы. Отличие от точного решения составило 0,8% (метод Ритца) и 5,4% (Метод Ритца-

Тимошенко). 

В данной статье приведен пример расчета железобетонной балки на шарнирных опорах 

с заданными параметрами. Для решения задачи по изгибу балки использовался метод Ритца–

Тимошенко. Расчет конструкций выполнен с учётом физической нелинейности на примере 

решения изгибаемой балки.Данный метод применим к расчёту любых конструкций с 

использованием более общих физических соотношений. 
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