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  және     
  
  

 . 

 

Қорыта келе, конгруэнция ( лат. congruens, congruentis – сәйкестік (совпадение))термині 

алгебра курсында да, геометрияда да қолданылады. Топтар тарауындағы конгруэнция тақырыбы 

көп адамға түсініксіз және математикадағы шешілмеген проблемалар ретінде қарастырылып 

келеді.  
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Введение. Пусть  qp,0 , 1p  и v , w -весовые функции т.е. неотрицательные, 

измеримые и локально суммируемые на ),0( I . Далее )(1 ILv loc , ),0(1 tLw , 0t . 

Положим 

x

dsswxW
0

,)()(  0x . Функция   строго возрастающая локально абсолютно 

непрерывная функция со свойством: 0)(lim
0




x
x

 , 


)(lim x
x

 , Ix . 

В этой работе рассмотрим вопрос о компактности из )(,, ILL wpwp   в )(,, ILL vqvq   

интегрального оператора  

  




)(

0

1
)()(

)()()()(
)(

x

sWxW

dsswsfsWsu
xfT







 ,    xx )( ,  Ix  ,                         (1) 
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где wpL , - пространство всех измеримых на I  функции таких, что 















 

 p
p

wp
dsswsff

1

0

,
)()( ,  p0 . 

Когда весовая функция 1)( su  и 0  ограниченность и компактность интегрального 

оператора (1) исследовано в работе [1]. 

При xx )(  критерий ограниченности и компактности получены в работе [2].  

При xx )( , а 1   вопрос ограниченности и компактности оператора (1) из 
wp

L
,

 в 
vq

L
,

 

вытекает из результатов работы [3-4] и поэтому рассматривается случай 10   . 

Лемма: Пусть 10    и функция    определена на I , причем 1)(0  x , Ix  . Тогда 

 

 








)(

1
0

1

x

z

dz
x


 

, Ix  . 

Действительно, используя неравенство   )(1)(1 xx 


 , имеем 

 

 

     
















)(
)(11

1
)(11

1

1
0

1

x
xx

z

dz
x


 

. 

В работе [5] мы получили ограниченность оператора (1) из wpL ,  в vqL ,  в следующим в 

виде: 

Теорема А: Пусть  qp1 , 1
1

 
p

. Оператор T  ограничен из wpL ,  в vqL ,  тогда и 

только тогда, когда 





























 







q

z

q

p
z

pp

Iz

dxxvxWdsswsWsuA

1

)1(

1

)(

0

)()()()()(sup

'

'' 






, 

при этом  AT  .  

Главные результаты 

Теорема 1: Пусть 10   ,  qp


1
, 0 . Тогда оператор T  компактен из wpL ,  в 

vqL ,  тогда только тогда, если 

a) 


)(sup
0.

sAA
s

         и       b) 0)(lim)(lim
0




sAsA
ss

 ,  

где 
q

s

q
ps

pp dxxvxWdttwtWtusA

1

)1(
'

1
)(

0

'' )()()()()()(



























 










. 

Доказательство. Необходимость. Условие а) тривиально следует из Теоремы ([5]).  

Теперь докажем условие  b) Для        рассмотрим семейство функций 
0

}{
ss

f , где  

          

ps

pppp

ss
dttwtWtuxWxuxxf

1

)(

0

'')1'(1'

))(;0(
)()()()()()()(


















 






 , Ix  .                  (2) 

Заметим, что 
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p
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swps dxxwxff
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)()(
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






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
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



ps s

pppppp dxxwdsswsWsuxWxu

 

 .                            (3) 

Покажем, что семейство функции (2) слабо сходится к нулю в wpL , . В силу теоремы ([6], 

VI, §2) об общем виде линейных непрерывных функционалов на wpL ,  имеют вид: 

                                             
 

 
, где            .        

Поэтому, используя неравенство Гельдера с показателями   и    
 

   
 и с учетом (3), 

имеем 
 

              


0

)()( dxxgxf s = 
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)()(

s

s
dxxgxf


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'
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1

0

)()()()()()(

ps

pp
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pp

p

p
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




















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


















 



 

.                           (4) 

Так как             то последний интеграл в (4) стремится к нулю, при  0s , что 

означает слабую сходимость     , при 0s . 

Так как компактный оператор в банаховом пространстве всякую слабо сходящуюся 

последовательность переводит в сильно сходящуюся ([7], VI.5), то  

                                              0lim
0




s
t

fT                                                                       (5) 

Имеем: 

                        
 

dx
tWxW

dttwtftWtu
xvfT
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 
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1
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)()()()(
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)()(
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
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

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  



 















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q
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1
)()(

)()()()(
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


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s
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q
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q
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 
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
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 


 















s

q
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s
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0

'')1(





 . 

 

                                   (6) 

Из (5) и (6) следует что 0)(lim
0




sA
s

 . 

  Осталось показать,  это 0)(lim 


sA
s

 . 
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Из компактности оператора              следует компактность сопряженного 

оператора 

                    
 

Ix
sWxW

dxxg
swsWsusgT

s




 






,
)()(

)(
)()()()(

)(

1

*

1






                              

из '1,' qvq
L 

 
в '1', pwp

L  .  

Для       введем семейство функции:   

                                 
 

 
 
 

 

                        .                (7) 

Эти функции корректно определены, поскольку интегралы входящие в них конечны в 

силу условия A . Покажем, что для любого 0s  функции '1,' qvqs Lg  , более того, что sg  

слабо сходится к нулю, при s .   

Также как и в (3) находим норму функционала '1,' qvqs
g  .  Действительно,  

                1)()()()(

'

1

'1'

'

1

0

'1'

,' '1 
















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
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 


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
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
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s
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s

q
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svqs
dxxvxgdxxvxgg q

   

Как и в (4), в силу (7) для ,,vqLf   получим: 




0

)()( dxxfxg
s

=

q

s

q

q

s
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q

s
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


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
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
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
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



















  .    

    Так как vqLf , , то последний интеграл стремится к нулю, при s , что  

показывает слабую сходимость 0sg  в  '1,' qvq
L  , при .0s   

В силу компактности '1'1 ,','

* : pq wpvq
LLT   , следует 

                                        
0lim

'1,'

* 



pwp

s
s

gT .                                                                   (8) 

К тому же 
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q
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
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

 











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










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 



 . 

Откуда, из (8), вытекает:   0)(lim 


sA
s

 . Таким образом, необходимость доказана. 

Достаточ ость. Для    ba0  положим  

ffP aa ];0( , ffP baab ];( , ffQ bb );[   . Тогда  fQfPfPf baba    

и 

                    
  fTQPPfT baba   fTQfQPPTPP bbabaaba   )()(
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fTQfQTPfPTPfPTPfQTPfPTPfPTP bbabababaabbaabaaa   .                  

 Так как 0aba PTP  , 0ba QTP  , 0bab QTP  , то  

                           fTQfPTPfPTPfPTPfT bababaabaa   .                                    (9)                          

Покажем, что оператор abab PTP  компактен  из )(, IL wp  в )(, IL vq .  

Так как 0)()()(
];(

 xfxTPxfPTP
baababab




, при ];( bax  , то достаточно показать, что 

оператор  abab PTP   компактен  ),(, baL wp  в ),(, baL vq , а это в свою очередь эквивалентно 

компактности оператора  

                                        


b

a

dssfsxKxTf )(),()(   

из   ),( baL
p  в  ),( baL

q
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  
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q

    

где )(z -единичная шаговая характерическая функция, (это означает что 1)( z  для 0z  и 

0)( z  для 0z ). 

Пусть Zkkx }{  последовательность точек, определенных в доказательстве теоремы  из 

работы [5]. Есть точки 11,,   nini xxxx
 
такие, что ,1 ii xax 1 nn xbx . Мы предполагаем, 

что числа a , b  выбраны так, что ni xx  . Поэтому, сделав замену переменной txWsW )()(   в 

приведенном ниже интеграле и применив Лемму, получаем   
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dsswsWsu
xv

p

q

n

ik

x

x

x

x

p

ppn

ik

p

q
x

x

x

p

pp
k

k k

k

k

k ')(

')1(

''')(

0

')1(

''
1

1

1 1

)()(

)()()(
)(

)()(

)()()(
)(     













 
















































 

 qAin  )1( . 

Следовательно, по признаку Кантаровича ([6], XI, §3), Оператор T компактен из 

),(, baL wp  в ),(, baL vq , что равносильно компактности из wpL ,  в vqL ,   оператора  abab PTP  . 

Из (9) имеем 

                  TQPTPPTPPTPT baabaaabab  .                                                 (10) 

Покажем, что правая часть (10) стремится к нулю при  0a  и b , тогда оператор 

T как равномерный предел компактных  операторов ([7], VI.12), будет компактен из wpL ,  в vqL , . 

На основании Теоремы из работы [5], имеем: 

                   
 

qq
a x

vqaa dx
sWxW

dsswsfsWsu
xvfPTP

1

0

)(

0

1, )()(

)()()()(
)(
















   








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wp

qa

z

q

pz

pp

az

fdxxvxWdsswsWsu
,

1

)1(

'

1

)(

0

''

0

)()()()()(sup 



























 











 

                                                  
wp

az

fzA
,

0

)(sup 


 . 

Следовательно,  aa PTP 
)(sup

0

zA
az




. Откуда,  

                                 0lim)(suplimlim
0000




zAzAPTP
zaza

aa
a

 .                               (11)  

Далее, также оцениваем 
vqb

fTQ
,

  и 
q

vqaab
fPTP

, : 

В результате имеем 

0)(limlim 


zATQ
z

b
b

     и     0lim)(suplimlim
0000




zAzAPTP
zaza

aab
a


.
           

(12) 

Из (11) и (12) следует, что правая часть  (10) стремится к нулю при 0a , b .  

Теорема полностью доказана. 
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Мақалада анизотропты Лоренц кеңістігі анықталады. Анизотропты Лоренц кеңістігінің 

қасиеттері зерттеледі. 

)(q  жалпыланған Лоренц кеңістігін анықтайық [2]. Айталық   - [0,1] 

кесіндісіндегі теріс емес функция. )(q  жалпыланған Лоренц кеңістігі – бұл төмендегідей 


