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 Табиғатта кездесетін тербелмелі процестердің алуан түрлілігіне қарамастан, осы 

құбылыстардың заңдылықтары мен оларды зерттеудің математикалық әдістерінің ортақтығы 

бар. Тербелмелі жүйелерді зерттеудің ең ыңғайлы модельдерінің бірі – физикалық маятник. 

Физикалық маятниктің тербелісін сипаттайтын дифференциалдық теңдеуді тұрақты өс 

айналасындағы қатты дененің айналмалы қозғалысы динамикасының негізгі теңдеуін қолдану 

арқылы алады. Егер тербелмелі жүйеге гармоникалық сыртқы момент пен тұтқыр үйкеліс 

күштерінің тежеу моменті әсер ететін болса, онда маятниктің тербелісін сипаттайтын 

дифференциалдық теңдеуді келесі түрде жазуға болады: 
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мұндағы   – маятниктің тепе-теңдік қалпынан ауытқу бұрышы;   – уақыт;   – тербелмелі 

жүйеде энергияның таралуын сипаттайтын өшу коэффициенті;     – маятниктің өшпелі емес 

тербелісінің меншікті жиілігі;      – маятникке әсер ететін сыртқы күш моментінің жиілігі мен 

бұрыштық амплитудасы. (1) теңдеуінің оң жағында тұрған              шамасы сыртқы күш 

моментіне пропорционал. Егер күштер моменті тұрақты болса, онда       маятникті көлденең 

күйге бағыттайтын күштердің сыртқы моментіне сәйкес келеді                  .  Сыртқы 

моменттің ең төменгі жиілігі шектерінде маятник квазистатикалық сыртқы моменттің өзгеруін 

қадағалайды. Яғни, мәжбүр күштің төмен жиілігі мен амплитудасында тербелістер радианмен 

өлшенетін сыртқы момент    амплитудасымен болады [1,2]. 

(1) түріндегі дифференциалдық теңдеу сызықты емес болғандықтан, оны зерттеудің 

аналитикалық әдістері үлкен математикалық қиындықтарға тап болады. Сондықтан, бұл 

жұмыста есептің аналитикалық шешім алу үшін, жалпыланған функциялар теориясына 
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негізделген профессор А.Н.Тюреходжаев құрған сызықты емес дифференциалдық теңдеулерді 

бөліктеп дискретизациялау әдісі қолданылды [3]. 

Физикалық маятниктің қозғалыс теңдеуін (1) төмендегі бастапқы шарттармен бірге 

қарастырамыз:  

 

t=0, 00 ,0                                                                                                                   (2) 

 

(1)-(2) есебін шешу үшін, сызықты емес дифференциалдық теңдеулерді бөліктеп 

дискретизациялау әдісін қолданып, 

    

      ,sinsin

sinsin
2

2

1110

0

1

1

2

0









 

iiii

ii

n

i

ii

tttttt

tttt



 
                                                            (3) 

 

 

 

аламыз, мұндағы  t – Дирактың дельта функциясы. 

(2) түрдегі теңдеуінің жалпы шешімі төмендегіше өрнектеледі: 
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(4) 

мұндағы   t – Хевисайд функциясы, 1C және 2C – интегралдау тұрақтылары. 

(3) бастапқы шарттарын пайдаланып, теңдеудің шешімін мына түрде аламыз: 
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Физикалық маятниктің  t ауытқу бұрышының  3.1iti мезетіндегі аналитикалық өрнектері 

төмендегіше анықталады: 
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Математикалық индукция әдісін пайдаланып ізделінді функцияның  niti ,1 нүктедегі өрнегін 

мына түрде аламыз:  
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Алдымен маятниктің еркін тербелісін қарастырамыз. Егер энергияның таралуы болмаса 

және тербеліс амплитудасы үлкен болмаса, онда маятник тербелмелі жүйенің параметрлеріне 

(сызықтық осциллятор жиілігі) тәуелді жиілікпен гармоникалық тербелістер жасайды. 

Амплитуда артқан сайын, тербелістер сызықты емес болады, бірақ олар түрі жағынан 

гармоникалыққа жақын. Бұл жағдайда гармоникалық осциллятордың фазалық траекториясы, 

оның сызықтық тербелісі жағдайындағыдай, фазалық жазықтықта эллипс болып табылады (1-

сурет). 

Мұндағы 0, маятнике әсер ететін  сыртқы күш  моментінің жилігі мен бұрыштық 

амплитудасы.(7)теңдеуінің оң жағында тұрған   tt  sin0 сыртқы күштер моментіне 

пропорционал. Егер күштер моменті тұрақты болса, онда  1t маятникті көлденең күйге 

бағыттайтын күштердің сыртқы моментіне сәйкес келеді 
090 .Сыртқы моментінің өте төмен 

жилігінің шектерінде маятник квазистатикалық сыртқы моменттінің өзгеруін 

қадағалайды.Яғни,күштәі төмен жилігі мен  амплитудасында тербелістер радианмен өлшенген 

сыртқы момент 0 амплитудасымен жүреді. 

Физикалық маятник қозғалыс теңдеуін (2) бастапқы шарттармен бірге қарастырамыз  

(7)-(2) есебін шешу үшін,сызықты емес дифференциалдық теңдеулерді бөліктеп 

дискретизациялау әдісін қолданып 
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 (8)теңдеуінің жалпы шешімі төмендегіше өрнектеледі  



1408 
 

    


 2

12
2

1
eCCt

       

         ,sinsin1

*sinsin1
4

1110

2

0

2

1

1

2

02

1





















iii

tt

i

ii

tt
n

i

ii

t

ttttett

ttett

i

ie








 

             (9) 

(2) басапқы шарттарын пайдаланып,теңдеудің шешеімін мына түрде аламыз. 
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Физикалық маятниктің   (t)–ауытқу бұрышының  3,1iti мезетіндегі аналитикалық өрнектерді 

төмендегіше анықталады. 
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1-сурет. Маятниктің еркін тербелісі      м      г             
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Жүйеде энергияның жоғалуы тербелістердің төмендеуіне әкеледі, ал осциллятордың 

фазалық траекториясы «фокус» типті арнайы нүктесіне жиналатын спираль түрінде болады (2-

сурет). 

Егер сыртқы күштердің моменті үлкен болмаса, ал жүйедегі үйкеліс айтарлықтай болса, 

онда резонанстан алыс жиіліктердегі тұрақты күйдегі мәжбүр тербелістердің амплитудасы аз 

болады. Онда маятник сызықты осциллятор сияқты, сызықтық осциллятордың резонанстық 

сипаттамаларына тәуелді мәжбүрлеуші күш жиілігі мен амплитудасы бар гармоникалық 

тербеліс жасайды (2,б-сурет). Сыртқы күштің тұрақты амплитудасында, осциллятордың жауабы 

ең үлкен, егер жиілік осциллятордың меншікті жиілігімен сәйкес келсе.  

 

 

     а)          б)  

2-сурет. Фазалық траектория және маятниктің ауытқу бұрышының графигі: 

а) өшірілген тербелістер; б) мәжбүрлі гармоникалық тербелістер 

     рад с                           
  Егер сыртқы әсердің амплитудасы аз болмаса немесе үйкеліс әлсіз болса, онда 

маятниктің тербелісі гармоникалық бола бермейді (3,а,б-сурет). 
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     а)             б)  

3-сурет. Фазалық траектория және маятниктің ауытқу бұрышының графигі.  

Мәжбүрлі тербелістер: а)     рад с                        
 б)     рад с                      
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Құрылыста, халық шаруашылығының басқа да салаларында жүктерді тасымалдау, бір 

жерден екінші жерге орын ауыстыру күнделікті атқарылатын жұмыс. Жүкті жоғарыға көтеру не 

төмен түсіру үшін  көп жағдайда жүк көтергіш құрылғы – жүкшығыр пайдаланылады. Біз (1) 

жүкті тігінен (вертикаль) көтеріп-түсіруге арналған механизм – жүкшығырды қарастырамыз (1а-

суреті). 
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