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В работе изучаются вопросы интегрируемости с весом ряда  

                                           









1 11 2

2121
)()(),(

k k

kkkk yxayxf                                          (1) 

Запишем следующее определение (см. [1]). Нуль-последовательность 

положительных чисел }{: ncc   принадлежит классу BVSR

0 , если неравенство 




  
mn mnn cKcc 1 справедливо для всех натуральных m . Класс таких 

последовательностей был введен Лейндлером в [1]. 

Через )(xg  обозначим сумму ряда 





1

sin)(
n

n nxxg  . В работе [2] Тихонова 

найдены необходимые и достаточные условия интегрируемости в p - той степени сумм 

синус- и косинус- рядов с коэффициентами из класса BVSR

0  с весом  . Эти результаты 

сформулированы в следующей  

Теорема А. Пусть BVSRn

 0}{  и  p1 . 

A) Если последовательность }{ n  удовлетворяют условию: существует 01   

такое, что последовательность }{ 11   p

nn  является почти убывающей, то условие  
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                                                           





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n

p

n

p

nn                                                    (2) 

достаточно для выполнения условия  

 

                                                          ),0(|)(|  Lxgx p .                                               (3) 

 

Б) Если последовательность }{ n  удовлетворяет условию: существует 02   такое, 

что последовательность }{ 21  p

nn  является почти возрастающей, то условие (2) 

необходимо для выполнения условия (3). 

Функция  x  определяется по последовательности }{ n  следующим образом: 

  nn  : , Nn , и существуют положительные константы A  и B  такие, что 

  1 nn BxA   для  nnx  ,1 . Последовательность положительных чисел 

 n :  называется почти возрастающей (почти убывающей), если неравенство 

 mnmn CC    справедливо для всех натуральных mn  . 

Здесь и в дальнейшем через C  будем обозначать положительные постоянные, 

вообще говоря, разные в различных формулах.  

В статье получен двумерный аналог теоремы А для двойных рядов по 

мультипликативным системам.   

Прежде чем сформулировать результаты, приведем необходимые определения. 

Для начала приведем определение мультипликативной  системы Прайса  (см.[3]). 

Пусть   ,...2,1,2,,...,...,, 21  jppppP jj , - произвольная последовательность 

натуральных чисел;     ,...2,1,10,,...,...,, 21  jpxxxxxPG jjj  - множество 

целочисленных последовательностей с целочисленными координатами. Если в множестве 

G  ввести операцию сложения   как покоординатное  

                                        



1

mod
jjjj pyxyx  ,  где   Gxx j  ,    Gyy j  , 

то множество G  становится группой.  

Операция, обратная к групповой операции  , определена как покоординатное 

вычитание по модулю jp , т.е.  

                                                













jj

jj

jjj

jj

yx

yx

еслиpyx

еслиyx
yx

,

,
 . 

Мультипликативная система функций на группе G  определяется следующим 

образом.  

Положим 

                                                             10 m ,  



j

s

sj pm
1

,                                           (4) 

где sp  - члены последовательности P . Любое целое число 1n единственным 

образом представимо в виде  

                                                                  1

)(

1





 j

nk

j

jmnn ,                                                 (5) 

где  jn  - целые и  kjpn jj ,...,2,1,10  . 

Положим  

    ,...,1,0,
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где   Gxx
jj 


1
,  1i . 

Определим  

                                            
 














 




)(

01

2exp)(
1

nk

j j

jj

nnk

j

mn
p

xn
ixx

j

j
                              (6) 

Так определенная на группе G  система  функций   
1nn x  называется системой 

Прайса. Она мультипликативна и ортонормированна на G .  

Определение 1. Говорят, что последовательность положительных чисел }{: jkaa  , 

удовлетворяющая условию 0jka

 

при  kj , принадлежит классу 2

0 BVSR , если 

выполняются неравенства  

                                                    NnmвсехприCaa mn

mj nk

jk 








,|| 11  

и  

                                            kномфиксированкаждомприCaa mk

mj

jk 




|| 10 , 

                                            jномфиксированкаждомприCaa jn

nk

jk 




|| 01 , 

где  

                                                           1,11,,111   kjkjkjjkjk aaaaa , 

                                                                       kjjkjk aaa ,110  , 

                                                                       1,01  kjjkjk aaa . 

 

Определение 2. Говорят, что последовательность положительных чисел  mn :  

почти возрастает (почти убывает), если для некоторой константы 0C  и для всех 

натуральных 1212 , nnmm   выполнено неравенство  

                                                                
11221122 nmnmnmnm CC   . 

Пусть функции  yxyx , и ),( 
 
определены следующим образом:  
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Сформулируем  результаты. 

Теорема 1. Пусть  yxf ,  - сумма ряда (1),  
2

0}{ BVSRamn

 ,   p1 ,  и  

последовательность положительных чисел  
21kk  удовлетворяет условию: 

 0,  некоторые  21   такие, что последовательность  1

21

1

1





 kkk  почти убывает при 
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каждом фиксированном 2k , и последовательность  2

21

1

2





 kkk  почти убывает при 

каждом фиксированном 1k , то условие 

  











p

kk

p

k k

kk akk
21

1 2

21

2

21

1 1

  

достаточно для выполнения условия 

  2)1,0(|),(|, Lyxfyx p . 

Теорема 2. Пусть  yxf ,  - сумма ряда (1),   2

021
BVSRa kk

  , 1≤p<∞, и  

последовательность  
21kk  удовлетворяет условию: существуют некоторые  0,  43 

такие, что последовательность  3

21

1

1







p

kk k  почти возрастает при фиксированном 2k   и 

 4

21

1

2







p

kk k  почти возрастает при фиксированном 1k  и пусть      21,0,, Lyxfyx
p
 . 

Тогда  сходится ряд 
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Для доказательства теорем потребуются следующие вспомогательные 

утверждения. 

Лемма 1. Пусть     1,0,0  pa nn  . Тогда верны следующие неравенства 

 

                                                
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n apa
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                              (8) 

 

Доказательство этих неравенств можно найти в [4]. 

Лемма 2. Пусть  yxf ,  - сумма ряда (1), 
2

0}{
21

BVSRa kk

 . Тогда   

                                                
 


p

j

q

k

jkaСyxf
0 0

),(

 

при  











pp
x

1
,

1

1
, 












qq
y

1
,

1

1
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Доказательство леммы 2.  Представим  ),( yxf  следующим образом 

        














 pj qk

kjjk

p

j

q

k

kjjk yxayxayxf 
1

0

1

0

),(  

        .4321

1

0

1

0

JJJJyxayxa
pj

q

k

kjjk

p

j qk

kjjk  
















  

  ., 43214321 JJJJJJJJyxf   

На основании преобразования Абеля (см.[3] стр.149) и неравенства  
x

С
xD j 

 
 1,0  x , k=0,1,2..,  и учитывая, что 

2

0}{ BVSRаmn

 , а также   ,1xj     оценим 

. , , , 4321 JJJJ  
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    .
1

0

1

0

1 1

0

1 

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


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kjjk ayxaJ   

Оценим 

   









pj qk

kjjk yxaJ 2  . 

Сначала применим преобразование Абеля  к конечной сумме:            

 

     

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
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11(
1 m
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m
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n
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m
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n
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kjjk aaa
xy

yxa   

).
1
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1

01 pqmqpnmn

n
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Оценим некоторые слагаемые,  учитывая, что 
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Аналогично оценим 3J  
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Далее для 4J    
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Но в силу того, что }{ jka  почти  убывает 
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Лемма 2 доказана. 
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