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СЕКЦИЯ 2. МАТЕМАТИКА 
ӘОЖ 517.946 
 

НҰҚСАНДЫ ЕКІНШІ РЕТТІ СЫЗЫҚТЫ ЕМЕС ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ 
ТЕҢДЕУДІҢ ГИЛЬБЕРТ КЕҢІСТІГІНДЕ ШЕШІЛІМДІЛІГІ 

 
Ахметкалиева Р.Д., Ескабылова Ж.Б. 

akhmetkaliyeva_rd@enu.kz, juli_e92@mail.ru 
Л.Н.Гумилев атындағы ЕҰУ, Астана, Қазақстан 

 
 Сызықты емес дифференциалдық теңдеулер шешімдерінің табылуы мен тегістігі 
мәселесі Штурм-Лиувилль теңдеуі үшін шенелмеген облыста [1] жұмысында зерттелген. 
Кейіннен бұл есеп [2-3] жұмыстарында қарастырылды. Және [4] мақаласында сызықты емес 

yyxqyLy ),(  
Штурм-Лиувилль операторының ),(1 L  кеңістігінде бөліктену шарттары алынды. 
[5-10] еңбектерінде коэффициенттері операторлар болатын 

  ),(,)()(  xyxQyxPLy  
түріндегі дифференциалдық операторлардың бөліктену мәселесі зерттелді. 

Жұмыста сызықты емес екінші ретті дифференциалдық  
  )(),( xfyyxryLy       (1) 

қарастырылады, мұндағы Rx , r  - нақты мәнді функция, 2Lf  . 
 Анықтама. Егер 2Ly  функциясы үшін екі рет үзіліссіз дифференциалданатын 

функциялардың  1nny  тізбегі табылып, кез-келген )(0 RC  ( )()( )0(
00 RCRC  ) 

функциясы үшін n  жағдайында   0
2
 yyn ,   0

2
 fLyn  қатыстары 

орындалса, онда y  функциясы (1) теңдеуінің шешімі деп аталады. 
 Теорема. Айталық екі аргументі бойынша да үзіліссіз дифференциалданатын r  
функциясы 

)1( 2
0 xr     ( 00  )      (2) 

және әрбір оң A  саны үшін 


 ),(

),(supsup
2

1

,,1 2121 Cr
Cxr

ACCACACyx 
   (3) 

 
шарттарын қанағаттандырсын. Онда (1) теңдеуінің y  шешімі бар және 

   
22

, yyry      (4) 

қатысы орындалады. 
Келесі түрдегі белгілеулерді енгізейік: 

),(

1
),0(,

22
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tLtLhg hgt  ( 0t ), 
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1
)0,(,

22
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LLhg hg  ( 0 ), 









)(sup),(supmax ,

0
,

0
, 


hghg

t
hg t , мұндағы g  және h  - 

берілген функциялар. 
Лемма 1. [11] Айталық g , h  функциялары hg ,  щартын қанағаттандырсын. Онда 

)()1(
0 RCy  үшін 
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 dxxyxhCdxxyxg 22 )(')()()(     (5) 

теңсіздігі орындалады. Сонымен қатар, егер C  (5) теңсіздігі орындалатындай ең кіші 
тұрақты болса, онда hghg C ,, 2   теңсіздіктері орынды. 

[12] жұмысында дәлелденген келесі көмекші тұжырымдарды келтірейік. 
L  арқылы )()1(

0 RC  жиынында анықталған дифференциалдық 

rzzz  '
0L  

өрнегінің 2L  кеңістігі нормасындағы тұйықталуын белгілейміз.  
Лемма 2. Айталық, r  функциясы  

)()1( RCr loc ,  0 r ,  r,1 ,    (6) 

c
r

xrc 

)(
)(1


,    1x , 1c ,     (7) 

шарттарын қанағаттандырсын. Онда L  операторы қайтарымды және 2L  кеңістігінде 
бөліктенеді. Сонымен қатар, )(LDz  үшін келесі бағалау орындалады 

222

' zcrzz L . 

  
 )()2(

0 RC  жиынында анықталған 
'"

0 )( yxryyL   
дифференциалдық өрнегінің 2L  кеңістігі нормасындағы тұйықталуын L  арқылы белгілейік. 
Келесі тұжырым орынды. 
 Лемма 3. Айталық r  функциясы  

)()1( RCr loc ,  0 r ,  r,1  

шарттарын қанағаттандырсын. Онда )(LDy  үшін  

222
' Lycyyr   

бағалауы орындалады.  
 Ескерту. Егер )(xr  функциясы комплексмәнді функция болып, (6) шартының орнына  

)()1( RCr loc , 0Re  r ,  rRe,1  

шарттары орындалса, онда 3 леммасының тұжырымы сақталады.  
 1 леммасынан r  функциясына 4 леммада қойылған шарттардың табиғи екендігі 
шығады.  

Келесі түрдегі  
2,)( LffyxryLy  ,    (8) 

дифференциалдық теңдеуді қарастырамыз. Егер )()( 2 RLxy   функциясы үшін n  шексіздікке 
ұмтылғанда ,0

2
 yyn 0

2
 fLyn  болатындай екі рет үзіліссіз дифференциалданатын 

және финитті функциялардың  1nny  тізбегі табылса, онда y  (8) теңдеуінің шешімі деп 
аталады.  

Лемма 4. Егер r  функциясы  
)()1( RCr loc ,  0 r ,  r,1  
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шартын қанағаттандырса, онда (8) теңдеуінің шешімі бар және ол жалғыз. Ал, егер, (6), (7) 
шарттары орындалса, онда (8) теңдеуінің y  шешімі үшін  

22

'

2

" Lycryy L  

бағалауы орындалады, яғни L  операторы 2L  кеңістігінде бөліктенеді. 
 Теоремасының дәлелдеуі. Айталық  , A  оң сандар болсын. 

 AzRWzS RWA  )(
1
2 1

2
:)(  жиынын қарастырамыз. ASv  функциясын алып, «қобалжыған» 

сызықты 

   )(1))(,( 22
,,0 xfyxxvxryyl v      (9) 

теңдеуін қарастырамыз, мұндағы 0 . Дифференциалдық yl v ,,0  ( )()( )2(
0,,0 RClD v  ) 

өрнегінің 2L  кеңістігіндегі тұйықталуын ,vl  түрінде белгілейміз. 

   2222 111))(,(:)( xxxvxrxr    болғандықтан, )(xr  функциясы үшін (6) шарты 

орындалады. Әры қарай, ASv  және 1x  орындалатын Rx , нүктелері үшін 

Avxvxvxv Wp  1
2

')()(      (10) 

бағалауын аламыз. Сол сияқты 

 
 

3
1
1sup 22

22

1





 

x
x

 

теңсіздігінің орындалатындығын көру қиын емес. Онда 1)( Cxv  , 2)( Cv   деп алып (2), (3) 
шарттарын және (10) теңсіздігін ескерсек 




3
),(
),(supsup

)(
)(sup

2

1

,,11 2121 Cr
Cxr

r
xr

ACCACACxx  




. 

Сонымен, (9) теңдеуінің )(xr  коэффициенті 5 леммасының барлық шарттарын 
қанағаттандырады екен. Онда (9) сызықты теңдеуінің y  шешімі бар және ол жалғыз болады, 
ал ,vl  операторы бөліктенеді, яғни y  шешімі үшін 

  
232

22
2

)1()(, fCyxxvxry       (11) 

бағалауы орындалады. (2), (3) шарттары және (5) теңсіздігі бойынша 

2

'
02

ryCy  ,    
2

'22
42

2 11 yxCyx   

бағалаулары алынады. Бұл теңсіздіктерді ескеріп, (11) бағалауынан 

232

2

4
2

0
2

2
2

)1(
2

1)1(
2
1 fCyx

C
y

C
yxy    

теңсіздігін аламыз. Осыдан қандай да бір 05 C  табылып, 

 
252

2

2

2
2

)1(1)1(: fCyxyxyy
W

     (12) 

бағалауы орындалатыны шығады. AS  шарының A  радиусын 
25 fC  - ке тең деп таңдап 

алайық. Және fLvP v
1
,:),(    белгілеуін енгіземіз. (12) бағалауына сәйкес ),( vP  операторы 

AS  шарын өзіне бейнелейді. Сонымен қатар, ),( vP  операторы AS  шарын 

     
252

2

2

2
2

'11'1": fCyxyxyyQA  
 
жиынына бейнелейді. Ал AQ  жиыны 
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)(1
2 RW  С.Л. Соболев кеңістігінде компактылы. Шынында да, егер AQy , 0h  және 0N  

болса, онда келесі екі қатыстар тізбегі орындалады: 

  




dttyhtytyhty 22 )()()(')(' 
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ht
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dtdydyh
ht

t

ht

t

 22 )()(   




 dyyh 222 )()( 22

2
2
5 hfC ,    (13) 

және 

  





dyy
N

22 )()('   


 
 

dyyy
N

222222222
2 )()]1(1[)()1()()1(1  

 
222

2
2
52 )1(1  NfC


.     (14) 

(13) теңсіздігінің оң жағындағы өрнек 0h  жағдайында, ал (14) теңсіздігінің оң жағындағы 
өрнек N  жағдайында нөлге ұмтылады. Онда белгілі Колмогоров-Фреше критерийі 

бойынша AQ  жиыны )(1
2 RW  С.Л. Соболев кеңістігінде компактылы болады. Демек ),( vP  - 

компактылы оператор.  
),( vP  операторының ASv  бойынша үзіліссіз болатынын көрсетейік. Айталық 

  An Sv   тізбегі n  ұмтылғанда 0)(1
2

 RWn vv  болатындай тізбек болсын. Және ny  

мен y  сәйкесінше fyLfyL nvv n
  ,, ,  теңдеулерін қанағаттандырсын. Онда ),( vP  

операторының анықтамасы бойынша n  жағдайында }{ ny  тізбегінің )(1
2 RW  кеңістігі 

нормасы бойынша y -ке жинақталатындығын көрсетсек жеткілікті. Келесі 

  nnvnn yxvxrxvxrLyyvPvP
n

  ))(,())(,(),(),( 1
,  

теңдігін аламыз. )(xv , )(xvn ...),2,1( n функциялары үзіліссіз, онда теорема шарты бойынша 
))(,())(,( xvxrxvxr n   функциясы да x  бойынша үзіліссіз, сондықтан әрбір ақырлы 

)0(],[  aaa  аралығында жататын x - тер үшін n  ұмтылғанда 

0))(,())(,(max
),(],[),( 2

1
2


 aaLnnaaxaaWn yxvxrxvxrcyy   (15) 

орындалады. Екінші жағынан 4 леммасынан 
,,}{ AyQy

WnAn  AyQy
WA  ,  

бағалаулары шығады. Жоғарыда біз AQ  жиынының )(1
2 RW  кеңістігінде компакт екенін 

көрсеттік. Ендеше, }{ ny  тізбегі )(1
2 RW  кеңістігі нормасында жинақталады. Айталық, z  оның 

шегі болсын. )(1
2 RW  кеңістігінің қасиеттері бойынша 

0)(lim,0)(lim 


xzxy
xx

.     (16) 

(15) және (16) қатыстарынан 1
,


vL  операторының тұйықтығын ескеріп zy   теңдігін аламыз. 

Сондықтан 0),(),(lim
)(1

2


 RWnn
vPvP  , яғни ),( vP  операторы ASv  бойынша үзіліссіз. 
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Сонымен, ),( vP  операторы )(1
2 RW  кеңістігінде жеткілікті үзіліссіз оператор және ол 

AS  шарын өзіне бейнелейді, онда Шаудер теоремасы бойынша AS  шарында оның 
жылжымайтын yyPy ),(:   нүктесі бар болады. Бұл y  нүктесі 

  )()1(),(: 22 xfyxyxryyL    
теңдеуінің шешімі болады. (19) теңсіздігі бойынша y  үшін 

  
232

22
2

)1(, fCyxyry    бағалауы орындалады. 

Енді айталық,  
1jj  - нөлге жинақталатын оң сандар тізбегі және fLvP

jvj
1
,:),(    

болсын. ),( jvP   операторының жылжымайтын Aj Sy   нүктесі  

  )()1(),(: 22 xfyxyxryyL jjjjjj
   

теңдеуінің шешімі болады. Ол үшін  

    
23

2

22

2
1)(, fCyxxyxry jjj      (17) 

 
бағалауы орындалады. Айталық, ),( ba  - кездейсоқ таңдалған ақырлы аралық болсын. (17) 

теңсіздігін пайдаланып   ),(2
21

baWy
jj 


 тізбегінен j  шексіздікке ұмтылғанда 

  0,2
 baLyy

j
 болатындай  

1jj
y  тізбекшесін бөліп алуға болады. Тікелей тексеру 

арқылы y -тің 1 анықтамасы мағынасында (1) теңдеуінің шешімі екенін оңай көруге болады. 
(17) теңсіздігінде j -ді шексіздікке ұмтылдырып шекке көшіп, (4) қатысын аламыз. Теорема 
дәлелденді.  

Теорема шарттарын, мысалы, 254
1 23),( yexyxr x   және yexyxr  2

2 2),(  
функциялары қанағаттандырады. 
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Айталық ),( yxf   функциясы  21,0 квадратында анықталсын және    , 
мұндағы  

 1...0 10  mxxx ,  
 1...0 10  nyyy , 

 21,0 квадратының қандай да бір бөліктенуі болсын. 
Анықтама 1. Берілген ),( yxf  функциясының   бөліктенуі бойынша p -ретті   p1  
вариациялық қосындысы деп  
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шамасын айтамыз. 
Бір айнымалы функциялар үшін вариациялық қосынды түсінігін Н.Винер [1] алғаш енгізді, 
ал екі айнымалы функциялар үшін бұл түсінікті Л.Кларксон және С.Адамс [2] енгізді. 
Анықтама 2. Айталық  p1  болсын. ),( yxf  функция үшін p/11  ретті вариациялық 
үзіліссіздік модулі деп  
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шамасын айтамыз.  
Анықтама 3. Айталық  p1  болсын. Егер ),( yxf  функциясы үшін төмендегідей  
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