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)(mod32 pbaxxy  , a, b ≡ GF(p) 
Пары (x,y) будем называть точкой. Точки эллиптической кривой можно «складывать». 
«сумма» двух точек, в свою очередь, тоже лежит на эллиптической кривой. 
Кроме точек, лежащих на эллиптической кривой, рассматривается также нулевая точка. 
Считается, что сумма двух точек A с координатами (XA, YA) и B с координатами (XB,YB) равна 
0, если XA = XB, YA = –YB (mod p). Нулевая точка не лежит на эллиптической кривой, но, тем 
не менее, участвует в вычислениях; ее можно рассматривать как бесконечно удаленную от 
кривой. 
Ф. Асабаева и Д. Козыбаев [7] доказали 
Теорема Для построения криптографических алгоритмов на основе эллиптических кривых 
необходимым и достаточным условием является несингулярность эллиптических кривых, 

т.е. 0
23

23














 ba . 

Используя эти результаты мы можем заключить, что алгебра Пуассона, построенная на 
эллиптических кривых пригодна для применения в криптографических протоколах. 
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Пусть ]1,1[)( 1 Ltf  и na  ее косинус коэффициенты Фурье 





1

1

cos)( tdtntfan   

Лемма Римана-Лебега говорит о том, что 0na  при n [1]. Но скорость сходимости 

может быть как угодно медленной, поскольку для любой последовательности )( nk , такой, 

что nk  при n  мы имеем 
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1

1

cos)( fTtdtnktfak nnnn  , 

где nT  линейный функционал на ]1,1[1 L , имеющий норму  

,cosmax
1 nntn ktnkT 


  

Поэтому 0nnak для каждой ]1,1[)( 1 Ltf , что противоречит принципу равномерной 
ограниченности [2]. Для ]1,1[)( Ctf  также верны подобные рассуждения. 
Однако, оказывается, можно сделать точное утверждение о порядке убывания косинус 
коэффициентов Фурье, если трактовать, например, 0nna  в более слабом смысле. 

Конкретно мы покажем, что если ]1,1[)( 2 Ltf , то 02
1

nan  в смысле чезаровских средних, 
т.е.  

0...2 2
1

2
2
1

1 


n
anaa n , 

и во-вторых, что если ]1,1[)( Ctf , то 0nna  в смысле чезаровских средних второго 
порядка, т.е. если  

n
naaau n

n
 ...2 21  

n
uuuv n

n
 ...21  

то 0nv . Из этого возможно сделать вывод, например, что если 01  nn aa  для всех 0n , 
то имеет место сходимость в обычном смысле в обоих случаях. 
Мы также докажем подобные результаты для синус коэффициентов Фурье  





1

1

sin)( tdtntfbn   

хотя в некоторых случаях доказательства разные. 
Для оценивания скорости сходимости коэффициентов Фурье ]1,1[)( 2 Ltf  нам понадобятся 
теорема Рисса-Фишера и две леммы о сходимости по Чезаро. 

Лемма 1. Для любого сходящегося ряда 


1n
na , мы имеем, что 0nna  в смысле Чезаро. 

Доказательство. Пусть SaaaS nn  ...21 . Тогда  

0...)(...)(2...2 121112121 






  SS

n
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n
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n
naaa n

n
nnn  

Лемма 2. Если 0na  и 0na  в смысле Чезаро, то 02
1

na  в смысле Чезаро. 
Доказательство. Мы имеем  

n
aan

n
aa nn

2
1

1
2
1

2
1

1 ))...((... 
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по неравенству Коши  

.0... 2
1
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n
aa n  

Теорема 1. Если  





1

1

,cos)( tdtntfan 
  

,...,2,1n  

– косинус коэффициенты Фурье функции ]1,1[)( 2 Ltf , то 02
1

nan  в смысле Чезаро. 

Доказательство. Из Теоремы Рисса-Фишера мы имеем, что 


1

2

n
na , т.е. ряд 



1

2

n
na  

сходится. Тогда по лемме 1, 02 nna  в смысле Чезаро, и поэтому из леммы 2, 02
1

nan  в 
смысле Чезаро.  
 
Для оценивания скорости сходимости коэффициентов Фурье ]1,1[)( Ctf  нам понадобится 
теорема Фейера и лемма 3. 

Лемма 3. Если 


1n
na  сходится в смысле Чезаро, то 0nna  в смысле Чезаро второго 

порядка. 
Доказательство. Пусть nn aaaS  ...21   

n
SSS n

n
 ...21  

и предположим  n . 
Если  

n
naaau n

n
 ...2 21  

n
uuuv n

n
 ...21 , 

Тогда 

,1...)(...)(2
1

1211121
nnnn
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n
SSSnS

n
SSnSSSu 








 

   

где  

  1
1

nn n
nt  

и следовательно  

.0...21  
n

tttv n
nn  

Контрпример 





1

)1(
n

n  показывает, что при тех же условиях на ряд 


1n
na  не вытекает 

сходимость 0nna  в простом чезаровском смысле. 
Теорема 2. Если  
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1

1

,cos)( tdtntfan 
  

,...,2,1n  

– косинус коэффициенты Фурье функции ]1,1[)( Ctf , то 0nna  в смысле Чезаро второго 
порядка. 

Доказательство. По теореме Фейера 


0n
na  сходится в смысле Чезаро (к f(0)). Поэтому, 

результат следует из леммы 3.  
Заметим, что мы предположили f(t) непрерывной при t=0. 
Принцип равномерной ограниченности показывает, что существует ]1,1[)( Ctf , для 
которой 0nna  в обычном смысле Чезаро.  
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В данной работе рассматриваются пространство Бесова для функций многих переменных и 
класс функций, связанный с функциями ограниченной средней осцилляции. 
Приведём необходимые определения и обозначения. Пусть 

1
)( }{

jj k
j

kp  - последовательности 

целых чисел 2)( j
k j

p , j=1, 2, …, n; ,...,2,1jk  и пусть  

,,...,2,1},10,}{{ )()(
1

)()( njpxxxG j
k

j
kk

j
k

j
jjjj

 
  

- соответствующие группы Виленкина целочисленных последовательностей с групповой 

операцией (
.
 ) покоординатного сложения по модулю )( j

k j
p ; 




n

j

jn GG
1

)(  - прямое 

произведение групп )( jG . Множества 
}0,0:}{{ )()(

1
)()(

lj
j

k
j

k
j

k
j

v vkxGxxG
jjjl

 
 , ,...,2,1;,...,1  lvnj  

являются подгруппами группы )( jG , и система подгрупп 



n

j

j
vl l

GvG
1

)()(  ,...)2,1( lv  группы 

Gn задаёт систему окрестностей нуля в Gn. Относительно введённой операции сложения и 
топологии группа Gn является компактной абелевой нуль-мерной группой (в одномерном 
случае см. [1]). Положим  


