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Введение. В данной работе рассматривается система уравнений ассоциативности, 

которая известна в двумерной топологической теории поля под названием системы Witten-

Dijkgraaf-Verlinde-Verlinde (WDVV) [1, 2, 3]. Система дифференциальных уравнений WDVV 

описывает пространство модулей топологических конформных теорий поля [4, 5]. 

Б. Дубровин показал, что решения данной системы описывают дифференциально – 

геометрическую структуру, которая называется фробениусовой. 

Система уравнений WDVV в общем виде выглядит следующим образом [6, 7]: 
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где   является метрикой, 
1)( 



  , }{1,...,,,,,, nqp   и решение F должно 

удовлетворять следующим двум условиям: 

1) условию нормализации: 
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2) уравнению однородности: 
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где Е - некоторое Эйлерово поле. 

Уравнения WDVV представляют собой следующие условия на функцию ),...,( 1 nttF  

от n  переменных: 
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1. Ɇɚɬɪɢɰɚ 
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:  ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɩɨɫɬɨɹɧɧɨɣ, ɫɢɦɦɟɬɪɢɱɧɨɣ ɢ ɧɟɜɵɪɨɠɞɟɧɧɨɣ. 

2. Ɏɭɧɤɰɢɢ  
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, ɝɞɟ   1 pq

pq  ,  ɞɨɥɠɧɵ ɛɵɬɶ ɫɬɪɭɤɬɭɪɧɵɦɢ 

ɤɨɧɫɬɚɧɬɚɦɢ ɧɟɤɨɬɨɪɨɣ ɚɫɫɨɰɢɚɬɢɜɧɨɣ ɚɥɝɟɛɪɵ. 

ɉɟɪɜɵɟ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ ɚɫɫɨɰɢɚɬɢɜɧɨɫɬɢ ɜɨɡɧɢɤɚɸɬ ɩɪɢ 3n . Ⱦɭɛɪɨɜɢɧɵɦ ɜ [6] 

ɪɚɫɫɦɨɬɪɟɧɵ ɞɜɚ ɫɭɳɟɫɬɜɟɧɧɨ ɪɚɡɥɢɱɧɵɯ ɜɢɞɚ ɡɚɜɢɫɢɦɨɫɬɢ ɮɭɧɤɰɢɢ F  ɨɬ ɜɵɞɟɥɟɧɧɨɣ 

ɩɟɪɟɦɟɧɧɨɣ 1
t . 

ɉɟɪɟɦɟɧɧɚɹ 1
t  ɜ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹɯ ɚɫɫɨɰɢɚɬɢɜɧɨɫɬɢ ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɢɡɧɚɱɚɥɶɧɨ ɜɵɞɟɥɟɧɧɨɣ 

ɩɟɪɟɦɟɧɧɨɣ, ɢ ɡɚɞɚɧɢɟ ɩɪɨɢɡɜɨɥɶɧɨɣ ɩɨɫɬɨɹɧɧɨɣ ɧɟɜɵɪɨɠɞɟɧɧɨɣ ɫɢɦɦɟɬɪɢɱɧɨɣ ɦɚɬɪɢɰɵ 
  ɜ ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɢɢ ɫ ɭɫɥɨɜɢɟɦ 1 ɧɚ ɮɭɧɤɰɢɸ F  ɩɪɨɫɬɨ ɮɢɤɫɢɪɭɟɬ ɡɚɜɢɫɢɦɨɫɬɶ ɷɬɨɣ 

ɮɭɧɤɰɢɢ ɨɬ ɩɟɪɟɦɟɧɧɨɣ 1
t . 

ȿɫɥɢ 011   ɢ ɜɫɟ ɤɨɪɧɢ )(tE  ɩɪɨɫɬɵ, ɬɨ ɩɪɢ ɥɢɧɟɣɧɨɦ ɢɡɦɟɧɟɧɢɢ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬ 
t  

ɦɚɬɪɢɰɚ   ɦɨɠɟɬ ɛɵɬɶ ɫɜɟɞɟɧɚ ɤ ɚɧɬɢɞɢɚɝɨɧɚɥɶɧɨɣ ɮɨɪɦɟ 
1,=  n  : 
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ȼ ɷɬɢɯ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɚɯ F  ɢɦɟɟɬ ɜɢɞ: 
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Ɉɛɴɟɤɬɨɦ ɢɫɫɥɟɞɨɜɚɧɢɹ ɜ ɞɚɧɧɨɣ ɪɚɛɨɬɟ ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɬɪɟɯɦɟɪɧɵɣ ɫɥɭɱɚɣ ɫɢɫɬɟɦɵ 
ɭɪɚɜɧɟɧɢɣ WDVV ɫ ɦɟɬɪɢɤɨɣ, ɜɵɝɥɹɞɹɳɟɣ ɫɥɟɞɭɸɳɢɦ ɨɛɪɚɡɨɦ [8, 9]: 
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Ɍɨɝɞɚ ɡɚɜɢɫɢɦɨɫɬɶ ɮɭɧɤɰɢɢ F  ɨɬ ɜɵɞɟɥɟɧɧɨɣ ɩɟɪɟɦɟɧɧɨɣ 1
t  ɫ ɭɱɟɬɨɦ ɦɟɬɪɢɤɢ (4) 

ɢɦɟɟɬ ɜɢɞ: 
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Ⱦɥɹ ɮɭɧɤɰɢɢ ɞɜɭɯ ɧɟɡɚɜɢɫɢɦɵɯ ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɯ ),(
32

ttf  ɜ (5) ɭɪɚɜɧɟɧɢɟ ɨɞɧɨɪɨɞɧɨɫɬɢ 
(3) ɡɚɩɢɫɵɜɚɟɬɫɹ ɜ ɜɢɞɟ: 
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Ⱦɥɹ ɭɞɨɛɫɬɜɚ ɡɚɩɢɫɢ ɡɚɩɢɲɟɦ (7) ɜ ɜɢɞɟ ɧɟɥɢɧɟɣɧɨɝɨ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ ɬɪɟɬɶɟɝɨ ɩɨɪɹɞɤɚ: 
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 1 xttxxttttxxx ffff ,  (8) 

 

ɝɞɟ 32 , tttx  . 

Ⱦɚɥɶɧɟɣɲɚɹ ɧɚɲɚ ɡɚɞɚɱɚ - ɛɢɥɢɧɟɚɪɢɡɚɰɢɹ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ (8) ɞɥɹ ɩɨɫɬɪɨɟɧɢɹ  ɟɝɨ 
ɪɟɲɟɧɢɣ ɫ ɩɨɦɨɳɶɸ ɨɞɧɨɝɨ ɢɡ ɦɟɬɨɞɨɜ ɬɟɨɪɢɢ ɫɨɥɢɬɨɧɨɜ, ɚ ɢɦɟɧɧɨ, ɦɟɬɨɞɨɦ ɏɢɪɨɬɵ. 

Ȼɢɥɢɧɟɚɪɢɡɚɰɢɹ ɬɪɟɯɦɟɪɧɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ WDVV 

ɋɢɫɬɟɦɚ ɭɪɚɜɧɟɧɢɣ, ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɭɸɳɚɹ ɭɪɚɜɧɟɧɢɸ (8), ɜ ɬɟɪɦɢɧɚɯ ɮɭɧɤɰɢɣ a, b, c ɨɬ 
ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɯ x ɢ t ɡɚɩɢɫɵɜɚɟɬɫɹ ɜ ɜɢɞɟ: 
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ɝɞɟ xxxfa = , xxtfb = , xttfc =  [1, 8]. 

Ⱦɥɹ ɧɚɯɨɠɞɟɧɢɹ ɛɢɥɢɧɟɣɧɨɣ ɮɨɪɦɵ ɤɚɠɞɨɝɨ ɢɡ ɭɪɚɜɧɟɧɢɣ ɫɢɫɬɟɦɵ (9) ɜɵɪɚɡɢɦ 
ɮɭɧɤɰɢɢ cba ,,  ɱɟɪɟɡ ɞɟɣɫɬɜɢɬɟɥɶɧɵɟ ɮɭɧɤɰɢɢ G, H, K ɢ F ɨɬ ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɯ x, t: 
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ȼɵɱɢɫɥɹɹ ɧɟɨɛɯɨɞɢɦɵɟ ɩɪɨɢɡɜɨɞɧɵɟ ɜ (10) ɩɨ ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɭɸɳɢɦ ɩɟɪɟɦɟɧɧɵɦ ɢ 

ɭɱɢɬɵɜɚɹ ɨɩɟɪɚɬɨɪ ɏɢɪɨɬɵ: 
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ɢɡ ɩɟɪɜɨɝɨ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ ɫɢɫɬɟɦɵ (9) ɩɨɥɭɱɢɦ: 

 

 )()( FHDFGD xt  , (12.1) 

 
ɢɡ ɜɬɨɪɨɝɨ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ ɫɢɫɬɟɦɵ (9) ɢɦɟɟɦ: 

 

 )()( FKDFHD xt  , (12.2) 

 
ɚ ɢɡ ɬɪɟɬɶɟɝɨ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ ɫɢɫɬɟɦɵ (9) ɩɨɥɭɱɢɦ: 

 

        KGHFDHFKGDFGDFKFDG xxxt  22  (12.3) 

 
Ɂɚɤɥɸɱɟɧɢɟ. ȼ ɞɚɧɧɨɣ ɪɚɛɨɬɟ ɩɪɨɞɟɥɚɧ ɩɟɪɜɵɣ ɷɬɚɩ ɧɚɯɨɠɞɟɧɢɹ ɪɟɲɟɧɢɣ ɭɪɚɜɧɟɧɢɹ 

(8) ɢɥɢ ɫɨɨɬɜɟɬɫɬɜɭɸɳɟɣ ɫɢɫɬɟɦɵ (9). ɗɬɨ ɨɡɧɚɱɚɟɬ, ɱɬɨ ɧɚɦɢ ɛɵɥɢ ɧɚɣɞɟɧɵ ɛɢɥɟɣɧɵɟ 
ɮɨɪɦɵ (12) ɞɥɹ ɫɢɫɬɟɦɵ ɭɪɚɜɧɟɧɢɣ (9) ɫ ɩɨɦɨɳɶɸ ɦɟɬɨɞɚ ɏɢɪɨɬɵ. ɇɚɯɨɠɞɟɧɢɟ ɪɚɡɥɢɱɧɵɯ 
ɪɟɲɟɧɢɣ ɫɢɫɬɟɦɵ (9), ɢɦɟɸɳɢɯ ɮɢɡɢɱɟɫɤɢɟ ɩɪɢɥɨɠɟɧɢɹ, ɢɫɩɨɥɶɡɭɹ ɟɟ ɛɢɥɢɧɟɣɧɵɟ ɮɨɪɦɵ 
(12) ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɡɚɞɚɱɟɣ ɞɚɥɶɧɟɣɲɟɝɨ ɢɫɫɥɟɞɨɜɚɧɢɹ. 
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ɆȿȾɂɐɂɇȺȾȺԐɕ ɎɂɁɂɄȺ ɋȺɅȺɋɕɇɕԘ ԚɅȿɋІ 
ɀɚɥɛɟɧɨɜɚ Ⱦɢɚɧɚ ɋɟɪɢɤɨɜɧɚ 

dds.90@mail.ru 

 ɆɄԔɄ «ɉɨɥɢɬɟɯɧɢɤɚɥɵԕ ɤɨɥɥɟɞɠɿ» ɮɢɡɢɤɚ ɩԥɧɿɧɿң ɨԕɵɬɭɲɵɫɵ,  
ɇԝɪ-ɋԝɥɬɚɧ, Ԕɚɡɚԕɫɬɚɧ 

 

ɀɟɤɟ aɞɚɦɧɵң ɞɚ, ԕɨԑɚɦɧɵң ɞɚ, ɟң ɛɚɫɬɵ ɛɚɣɥɵԑɵ – ɞɟɧɫɚɭɥɵԕ ɟɤɟɧɿ ɛɟɥɝɿɥɿ. 
ɋɨɧɞɵԕɬɚɧ ɞɚ, ɞɟɧɫɚɭɥɵԕ ɦԥɫɟɥɟɫɿ, ɨԑɚɧ ɞɟɝɟɧ ԕɚɦԕɨɪɥɵԕ, ɠɚɭɚɩɤɟɪɲɿɥɿɤ ɟɲ ɭɚԕɵɬɬɚ ɞɚ ɤԛɧ 
ɬԥɪɬɿɛɿɧɟɧ ɬԛɫɤɟɧ ɟɦɟɫ. ɋɨңԑɵ ɠɵɥɞɚɪɵ ԕԝɥɞɵɪɚɩ, ԕԝɪɞɵɦԑɚ ɤɟɬɤɟɧ ɟɥɿɦɿɡɞɟɝɿ ɞɟɧɫɚɭɥɵԕ 
ɫɚԕɬɚɭ ɫɚɥɚɫɵɧɵң ɟңɫɟɫɿɧ ɤԧɬɟɪɭɝɟ ɦԛɦɤɿɧɞɿɤ ɬɭԑɵɡɵɥɞɵ.  

Ԕɚɡɚԕ ɯɚɥԕɵ «Ɍɚɡɚɥɵԕ-ɫɚɭɥɵԕ ɧɟɝɿɡɿ, ɫɚɭɥɵԕ-ɛɚɣɥɵԕ ɧɟɝɿɡɿ» ɞɟɩ ɛɟɤɟɪ ɚɣɬɩɚɫɚ ɤɟɪɟɤ. 
Ƚԛɥɞɟɧɝɟɧ ɟɥɿɦɿɡɞɿ ɞɟɧɿ ɫɚɭ, ɫɚɧɚɥɵ ɚɡɚɦɚɬɬɚɪ ɠɚɫɚɣɞɵ. ɋɨɧɞɵԕɬɚɧ ɫɚɥɚɭɚɬɬɵ ԧɦɿɪ ɫɚɥɬɵɧ 
ԕɚɥɵɩɬɚɫɬɵɪɭ, ɨɧɵ ɧɚɫɢɯɚɬɬɚɭ ɲɚɪɚɥɚɪɵɧ ɛɟɥɫɟɧɞɿ ɠԛɪɝɿɡɝɟɧɿɦɿɡ ɚɛɡɚɥ. Ԥɫɿɪɟɫɟ, ԧɫɿɩ ɤɟɥɟ 
ɠɚɬԕɚɧ ɠɚɫ ԝɪɩɚԕɬɵң ɛɨɣɵɧɚ ɬɚɡɚɥɵԕ ɩɟɧ ɫɟɪɝɟɤɬɿɤɬɿ ɨɪɧɵԕɬɵɪɭ-ɛɿɡɞɿң ɦɿɧɞɟɬɿɦɿɡ. ɀɚɫ 
ԝɪɩɚԕɬɵң ɫɚɥɚɭɚɬɬɵ ԧɦɿɪ ɫɚɥɬɵɧ ɫɚԕɬɚɭɵɧɚ, ɞɟɧɫɚɭɥɵԕɬɚɪɵɧɵң ɡɨɪ ɛɨɥɭɵɧɚ ԧɡ ɵԕɩɚɥɵɧ 
ɬɢɝɿɡɿɩ ɨɬɵɪ. 

Ԕɚɡɿɪɝɿ ɬɚңɞɚ ɞԥɪɿɝɟɪɥɿɤ-cɚɧɢɬɚɪɥɵԕ ɤԧɦɟɤ ɫɚɩɚɫɵɧ ɠɚԕɫɚɪɬɭԑɚ, ԕɨɪɲɚԑɚɧ ɨɪɬɚɧɵ ɬɚɡɚ 
ԝɫɬɚɭԑɚ, ɛɚɥɚ ɦɟɧ ɚɧɚɧɵң ɞɟɧɫɚɭɥɵԑɵɧ ɫɚԕɬɚɭԑɚ, ɯɚɥɵԕɬɵ ɚɭɵɡ ɫɭɦɟɧ ԕɚɦɬɚɦɚɫɵɡ ɟɬɭ ɛɚɫɬɵ 
ɦɿɧɞɟɬɬɟɪɞɿң ɛɿɪɿ ɛɨɥɵɩ ɨɬɵɪ. Ɉɫɵ ɤԛɧɝɟ ɞɟɣɿɧ, ɚɞɚɦ ԧɥɿɦɿɧɿң ɤԧɛɟɸɿɧɟ, ɯɚɥɵԕ 
ɞɟɧɫɚɭɥɵԑɵɧɵң ɬԧɦɟɧɞɟɭɿɧɟ ɬɟɤ ɦɟɞɢɰɢɧɚ ԕɵɡɦɟɬɤɟɪɥɟɪɿɧ ԑɚɧɚ ɠɚɭɚɩɬɵ ɞɟɩ ɫɚɧɚɩ ɤɟɥɫɟɤ, 
ɟɧɞɿ, ɦɿɧɟ, ɦԝɧɞɚɣ ɤɟɥɟңɫɿɡɞɿɤɬɟɪɞɿң ɛɨɥɭɵɧɚ ԥɫɟɪ ɟɬɟɬɿɧ ɬԛɪɥɿ ɫɟɛɟɩ- ɫɚɥɞɚɪɥɚɪԑɚ ɤԧңɿɥ 
ɛԧɥɿɧɿɩ, ɨԑɚɧ ɬɨɫԕɚɭɵɥ ԕɨɸɞɵң ɠɨɥɞɚɪɵ ɛɟɥɝɿɥɟɧɿɩ ɨɬɵɪ.Ɉɧɵң ɛɿɪ ɫɟɛɟɛɿ, ɚɭɵɡ ɫɭɞɵң 
ɬɚɩɲɵɥɵԑɵ, ɚɭɵɡ ɫɭɵɧɵң ɥɚɫ ɛɨɥɭɵ. Ⱥɭɵɡ ɫɭɞɵң ɚɞɚɦ ɞɟɧɫɚɭɥɵԑɵɧɚ ɩɚɣɞɚɫɵ ɡɨɪ. Ⱥɞɚɦɞɚɪ 
ɬɚɡɚ ɫɭ ɿɲɩɟɝɟɧɞɿɤɬɟɧ, ԥɪ ɬԛpɥɿ ɚɭɪɭ ɬԛɪɥɟɪɿɧɟ ɲɚɥɞɵԑɵɩ ɠɚɬɚɞɵ. 

Ɏɢɡɢɤɚ ɤɭɪɫɵɧɞɚ ԕɚɪɚɫɬɵɪɵɥɚɬɵɧ ɮɢɡɢɤɚɥɵԕ ԕԝɛɵɥɵɫɬɚɪɞɵ  ɞɢɚɝɧɨɫɬɢɤɚ ɦɟɧ ɟɦɞɟɭ 
ɿɫɿɧɞɟ, ɦɟɞɢɰɢɧɚɥɵԕ ԕԝɪɚɥɞɚɪɞɚ  ԕɨɥɞɚɧɭɞɵң ɧɟɝɿɡɝɿ ɫɟɛɟɩɬɟɪɿɧ ɚɲɵɩ ɤԧɪɫɟɬɭ,  ɦԝɧɞɚɣ 
ɮɢɡɢɤɚɥɵԕ ɮɚɤɬɨɪɥɚɪɞɵң ɚɞɚɦ ɚԑɡɚɫɵɧɚ ԥɫɟɪɿɧ  ɬɚɥɞɚɭ, ɨɧɵ  ԕɨɥɞɚɧɭ ɬɭɪɚɥɵ  ɠԛɣɟɥɿ ɬԛɪɞɟ  
ԕɚɪɚɫɬɵɪɭ ɛɨɥɚɲɚԕ ɦɟɣɿɪɛɢɤɟɥɟɪɞɿ  ɞɚɣɵɧɞɚɭ ɛɚɪɵɫɵɧɞɚ ɦɿɧɞɟɬɬɿ ɬԛɪɞɟ  ɨɪɵɧɞɚɥɭԑɚ ɬɢɿɫɬɿ  
ɩɟɞɚɝɨɝɢɤɚɥɵԕ ɿɫ-ɲɚɪɚɥɚɪ. Ɉɫɵ ɦɿɧɞɟɬɬɟɪɞɿ ɿɫɤɟ ɚɫɵɪɭɞɵң  ɠɨɥɵ ɦɟɧ ԥɞɿɫɿɧ  ɤԧɪɫɟɬɭ ԛɲɿɧ  
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