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Үш дене есебі – аспан механикасы мен жұлдыздар динамикасындағы әлі толық 

шешімін таппаған ескі есептің бірі. Яғни бұл есепте кез-келген үш аспан денелерінің Ньютон 

заңдары бойынша бір – біріне әсер ете отырып қозғалысы қарастырылады. Бұл есептің 

жалпы жағдайда аналитикалық шешімі болмайды (яғни бұл жүйені сипаттайтын 

дифференциалдық теңдеулерді  интегралдай алмаймыз) [1]. 

1767 жылы ең алғаш бұл есепті дербес жағдайда шешкен швейцариялық математик 

Леонард Эйлер болатын. Эйлер бойынша үш дене (материалдық нүктелер) бір түзудің 

бойында бірінен кейін бірі тізбекті орналасқан. Мұндай қозғалысты коллинеарлы деп 

атаймыз. Бұл мақалада үш дененің әрқайсысына бастапқы шарттарды бере отырып жалпы 

жағдайдағы олардың қозғалыс траекторияларын анықтаймыз. Мұндай жалпы жағдайда ең 

алғаш шешкен Исак Ньютон болатын. Бұл мақалада біз 1-ші денеге 2-ші және 3-ші 

денелердің немесе 2-ші денеге 3-ші және 1-ші денелердің және 3-ші денеге 2-ші және 1-ші 

денелердің әсер етуін бүкіл әлемдің тартылыс күші арқылы кӛрсете отырып, 9 түрлі екінші 

ретті дифференциалдық қозғалыс теңдеулерін аламыз [2]. 

Ньютон заңдарын қолдана отырып ҥш дене есебінің жалпы шешімін алу.  

Есеп бірінші 321 ,, mmm денелердің массасын анықтаудан бастау алады. Және де 

олардың арасындағы ӛзара әсерлесу Ньютонның гравитациялық заңымен анықталады. Үш 

дене үшін қозғалыс теңдеуін мына түрде жазуға болады [3]: 
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Қозғалыс теңдеуінің компоненттері. Ары қарай денелердің бір біріне әсер етулерін 

былай жазайық. 1-ші денеге 2-ші және 3-ші денелердің немесе 2-ші денеге 3-ші және 1-ші 

денелердің және 3-ші денеге 2-ші және 1-ші денелердің әсер етуін күштер арқылы былайша 

сипаттайық. 
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Әр дене үшін Декарт координаттар жүйесін жазайық. Бұл координаттар уақытқа 

тәуелді: 
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(6) 

 

(6) ɲɵ ɮɨɪɦɭɥɚɥɚɪɞɚɧ ԛɲ ɞɟɧɟ ɚɪɚɫɵɧɞɚԑɵ ɚɪɚԕɚɲɵԕɬɵԕɬɵ ɛɿɥɞɿɪɟɬɿɧ ɜɟɤɬɨɪɥɚɪɞɵ 
ԕɨɪɵɬɵɩ ɚɥɭԑɚ ɛɨɥɚɞɵ: 
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(7) ɦɟɧ (8) ɬɟңɞɟɭɥɟɪɞɿ (1)-ɲɿ ɮɨɪɦɭɥɚԑɚ ԕɨɸ ɚɪԕɵɥɵ 1-ɲɿ ɞɟɧɟ ԛɲɿɧ ɦɵɧɚɞɚɣ 
ԕɨɡԑɚɥɵɫ ɬɟңɞɟɭɿɧ ɚɥɚɦɵɡ: 
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1-ɫɭɪɟɬ –   Maple 18 – ɛɚԑɞɚɪɥɚɦɚɫɵɧ ɩɚɣɞɚɥɚɧɭ ɚɪԕɵɥɵ ɚɥɵɧԑɚɧ 1 ɲɿ ɞɟɧɟɧɿң 

ԕɨɡԑɚɥɵɫ ɝɪɚɮɢɝɿ 
 

(7) ɦɟɧ (9) ɬɟңɞɟɭɥɟɪɞɿ (1)-ɲɿ ɮɨɪɦɭɥɚԑɚ ԕɨɸ ɚɪԕɵɥɵ 2-ɲɿ ɞɟɧɟ ԛɲɿɧ ɦɵɧɚɞɚɣ 
ԕɨɡԑɚɥɵɫ ɬɟңɞɟɭɿɧ ɚɥɚɦɵɡ. 
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2 -ɫɭɪɟɬ –  Maple 18 – ɛɚԑɞɚɪɥɚɦɚɫɵɧ ɩɚɣɞɚɥɚɧɭ ɚɪԕɵɥɵ ɚɥɵɧԑɚɧ 2- ɲɿ ɞɟɧɟɧɿң 

ԕɨɡԑɚɥɵɫ ɝɪɚɮɢɝɿ 
 

(8) ɠԥɧɟ (9) ɬɟңɞɟɭɥɟɪɞɿ (1)-ɲɿ ɮɨɪɦɭɥɚԑɚ ԕɨɸ ɚɪԕɵɥɵ 3-ɲɿ ɞɟɧɟ ԛɲɿɧ ɦɵɧɚɞɚɣ 
ԕɨɡԑɚɥɵɫ ɬɟңɞɟɭɿɧ ɚɥɚɦɵɡ. 
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3-ɫɭɪɟɬ –  Maple 18 – ɛɚԑɞɚɪɥɚɦɚɫɵɧ ɩɚɣɞɚɥɚɧɭ ɚɪԕɵɥɵ ɚɥɵɧԑɚɧ 3-ɲɿ ɞɟɧɟɧɿң 

ԕɨɡԑɚɥɵɫ ɝɪɚɮɢɝɿ 
 

Ȼԝɥ ɝɪɚɮɢɤɬɟɪɞɿ ɚɥɭ ԛɲɿɧ ԥɪ ɞɟɧɟɧɿң ɭɚԕɵɬԕɚ ɬԥɭɟɥɞɿ ɤɨɨɪɞɢɧɚɬɚɥɚɪɵɧɚ ,ɛɚɫɬɚɩԕɵ 
ɠɵɥɞɚɦɞɵԕɬɚɪɵɧɚ ɫɚɧ ɦԥɧɞɟɪɿɧ ɛɟɪɭ ɚɪԕɵɥɵ ԕɨɡԑɚɥɵɫ ɝɪɚɮɢɤɬɟɪɿɧ ɚɥɞɵԕ. Ȼԝɥ ɝɪɚɮɢɤɬɟɪ 
ɗɥɥɢɩɫɬɿ ɨɪɛɢɬɚɥɚɪɞɵң ɛɿɪ ɛԧɥɿɝɿɧ ɫɢɩɚɬɬɚɣɞɵ. ȿɧɞɿ ɨɫɵ ԛɲ ɞɟɧɟ ɤɨɦɩɨɧɟɧɬɬɟɪɿɧ ɛɿɪɿɤɬɿɪɟ 
ɨɬɵɪɵɩ, Maple 18 ɛɚԑɞɚɪɥɚɦɚɫɵɧɵң ɤɨɦɚɧɞɚɥɚɪɵ ɚɪԕɵɥɵ ԛɲ ɞɟɧɟ ԕɨɡԑɚɥɵɫɵɧ ɛɿɪ ɝɪɚɮɢɤɬɟ 
ɫɭɪɟɬɬɟɞɿɤ. 

 
4-ɫɭɪɟɬ – Ԛɲ ɞɟɧɟɧɿң ɛɿɪ ɝɪɚɮɢɤɬɟɝɿ ԕɨɡԑɚɥɵɫɵ(ɤԧɤ ɬԛɫ-1-ɲɿ ɞɟɧɟ, ɫɚɪɵ ɬԛɫ-2-ɲɿ ɞɟɧɟ, 

ԕɵɡɵɥ ɬԛɫ -3-ɲɿ ɞɟɧɟ 
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Ԕɨɪɵɬɵɧɞɵ 
Ȼԝɥ ɦɚԕɚɥɚɞɚ ɛɿɡ ԛɲ ɞɟɧɟ ɟɫɟɛɿɧɿң ɠɚɥɩɵɥɚɦɚ ɲɟɲɿɦɿɧ ɟɤɿɧɲɿ ɪɟɬɬɿ 

ɞɢɮɮɟɪɟɧɰɢɚɥɞɵԕ ɬɟңɞɟɭɥɟɪ ɚɪԕɵɥɵ ԕɨɡԑɚɥɵɫ ɬɟңɞɟɭɥɟɪɿɧ ɚɥɵɩ, ɛɟɪɿɥɝɟɧ ɚɣɧɵɦɚɥɵɥɚɪɞɵ 
ɲɵԕԕɚɧ ɬɟңɞɟɭɥɟɪɝɟ ԕɨɣɞɵԕ. ɋɨɧɵɦɟɧ ԕɚɬɚɪ, Maple18 ɛɚԑɞɚɪɥɚɦɚɫɵɧ ԕɨɥɞɚɧɚ ɨɬɵɪɵɩ, ԥɪ 
ɞɟɧɟ ԛɲɿɧ ɝɪɚɮɢɤɬɟɪɞɿ ɚɥɞɵԕ. Ʉɟɣɿɧ Maple18 ɛɚԑɞɚɪɥɚɦɚɫɵ ɚɪԕɵɥɵ ԥɪ ɞɟɧɟ ԛɲɿɧ ɚɥɵɧԑɚɧ 
ɝɪɚɮɢɤɬɟɪɞɿ ɛɿɪɿɤɬɿɪɿɩ, ԛɲ ɞɟɧɟɧɿң ԕɨɡԑɚɥɵɫɵɧ ɛɿɪ ɝɪɚɮɢɤɬɟ ɤԧɪɫɟɬɬɿɦ. Ȼԝɥ ɦɚԕɚɥɚɞɚ ԛɲ 
ɠԝɥɞɵɡɞɵ ԕɚɪɚɫɬɵɪɞɵԕ. ȿɫɟɩɬɟɭɥɟɪ ɧԥɬɢɠɟɫɿɧɞɟ ԕɚɪɚɫɬɵɪɵɥԑɚɧ ɟɤɿ ɠԝɥɞɵɡɞɚɪɞɵң 
ɦɚɫɫɚɥɚɪɵ ԛɲɿɧɲɿ ɠԝɥɞɵɡɞɵң ɦɚɫɫɚɫɵɧɚɧ ɠɟңɿɥ ɛɨɥɞɵ. ɋɨԑɚɧ ɛɚɣɥɚɧɵɫɬɵ ɟɤɿ ɞɟɧɟɧɿң 
ɛɚɫɬɚɩԕɵ ɠɵɥɞɚɦɞɵԕɬɚɪɵ ԛɲɿɧɲɿ ɞɟɧɟɧɿң ɠɵɥɞɚɦɞɵԑɵɧɚ  ԕɚɪɚԑɚɧɞɚ  ɠɵɥɞɚɦɞɵɪɚԕ ɛɨɥɚɞɵ. 
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ɇɚɭɱɧɵɣ ɪɭɤɨɜɨɞɢɬɟɥɶ – ɉ. ɘ. ɐɵɛɚ  
 

ȼ ɤɨɫɦɨɥɨɝɢɢ ɩɪɢ ɢɫɫɥɟɞɨɜɚɧɢɢ ɷɜɨɥɸɰɢɢ ȼɫɟɥɟɧɧɨɣ ɛɵɥɨ ɜɵɹɫɧɟɧɨ, ɱɬɨ ȼɫɟɥɟɧɧɚɹ 
ɪɚɫɲɢɪɹɟɬɫɹ ɫ ɭɫɤɨɪɟɧɢɟɦ. Ⱦɥɹ ɨɛɴɹɫɧɟɧɢɹ ɭɫɤɨɪɟɧɢɹ ȼɫɟɥɟɧɧɨɣ ɛɵɥɢ ɩɪɟɞɥɨɠɟɧɵ 
ɦɧɨɠɟɫɬɜɨ ɜɢɞɨɜ ɦɨɞɟɥɟɣ, ɜ ɞɚɧɧɨɣ ɫɬɚɬɶɟ ɛɭɞɟɬ ɪɚɫɫɦɚɬɪɢɜɚɬɶɫɹ ɦɨɞɟɥɶ Ʉ-ɷɫɫɟɧɰɢɢ. Ɍɚɤɠɟ 
ɦɨɞɟɥɶ ɬɟɦɧɨɣ ɷɧɟɪɝɢɢ ɬɚɯɢɨɧɚ ɢ ɦɨɞɟɥɶ ɫɤɚɥɹɪɧɨɝɨ ɩɨɥɹ ɪɚɫɫɦɚɬɪɢɜɚɸɬɫɹ ɜ ɫɬɚɬɶɟ ɤɚɤ 
ɜɨɡɦɨɠɧɵɟ ɜɚɪɢɚɧɬɵ ɪɟɲɟɧɢɹ ɦɨɞɟɥɢ Ʉ-ɷɫɫɟɧɰɢɢ. 
 Ɋɟɲɟɧɢɟ ɞɚɧɧɨɣ ɦɨɞɟɥɢ ɜ ɷɬɨɣ ɫɬɚɬɶɟ ɪɚɫɫɦɚɬɪɢɜɚɟɬɫɹ ɤɚɤ ɦɨɞɟɥɶ, ɜ ɤɨɬɨɪɨɣ ɛɭɞɭɬ 
ɢɫɫɥɟɞɨɜɚɬɶɫɹ ɷɬɚɩɵ ɪɚɫɲɢɪɟɧɢɹ ȼɫɟɥɟɧɧɨɣ, ɟɺ ɤɨɫɦɨɥɨɝɢɱɟɫɤɚɹ ɫɨɫɬɚɜɥɹɸɳɚɹ ɫ 
ɢɫɩɨɥɶɡɨɜɚɧɢɟɦ ɦɚɫɲɬɚɛɧɨɝɨ ɮɚɤɬɨɪɚ ɢɥɢ ɩɚɪɚɦɟɬɪɚ ɏɚɛɛɥɚ. Ȼɭɞɭɬ ɪɚɫɫɦɨɬɪɟɧɵ ɞɜɟ 
ɦɨɞɟɥɢ ɭɫɤɨɪɟɧɧɨɝɨ ɪɚɫɲɢɪɟɧɢɹ ȼɫɟɥɟɧɧɨɣ, ɜ ɩɟɪɜɨɣ ɦɨɞɟɥɢ ɫɨɞɟɪɠɢɬɫɹ ɬɨɥɶɤɨ ɫɤɚɥɹɪɧɨɟ 
ɩɨɥɟ, ɬɨ ɟɫɬɶ ɤɢɧɟɬɢɱɟɫɤɢɣ ɤɨɦɩɨɧɟɧɬ, ɜɨ ɜɬɨɪɨɦ ɫɥɭɱɚɟ ɛɭɞɟɬ ɪɚɫɫɦɨɬɪɟɧ ɩɨɬɟɧɰɢɚɥɶɧɵɣ 
ɤɨɦɩɨɧɟɧɬ, ɚ ɬɚɤɠɟ ɮɟɪɦɢɨɧɧɨɟ ɢ ɬɚɯɢɨɧɧɨɟ ɩɨɥɹ. 
 Ɇɨɞɟɥɶ ɧɟ ɦɨɠɟɬ ɛɵɬɶ ɩɨɫɬɪɨɟɧɚ, ɯɨɬɹ ɫɭɳɟɫɬɜɭɟɬ ɦɨɞɟɥɶ, ɛɥɢɡɤɚɹ ɤ ɦɨɞɟɥɢ 
ɭɫɤɨɪɟɧɧɨɝɨ ɪɚɫɲɢɪɟɧɢɹ ȼɫɟɥɟɧɧɨɣ, ɧɨ ɷɬɚ ɦɨɞɟɥɶ ɹɜɥɹɟɬɫɹ ɧɟɫɬɚɛɢɥɶɧɨɣ, ɬɚɤ ɤɚɤ 
ɦɚɫɲɬɚɛɧɵɣ ɮɚɤɬɨɪ ɧɟ ɡɚɜɢɫɢɬ ɨɬ ɜɪɟɦɟɧɢ, ɷɬɨ ɜɫɟ ɩɪɢɜɨɞɢɬ ɤ ɛɟɫɤɨɧɟɱɧɵɦ ɜɚɪɢɚɧɬɚɦ 
ɪɟɲɟɧɢɹ ɞɚɧɧɨɣ ɫɢɫɬɟɦɵ, ɩɨɞɛɢɪɚɹ ɦɚɫɲɬɚɛɧɵɣ ɮɚɤɬɨɪ, ɛɭɞɟɦ ɪɚɫɫɦɚɬɪɢɜɚɬɶ ɭɪɚɜɧɟɧɢɟ 
ɪɟɲɟɧɢɹ ɭɫɤɨɪɟɧɢɹ ȼɫɟɥɟɧɧɨɣ. 
Ɋɚɫɫɦɨɬɪɢɦ ɞɟɣɫɬɜɢɟ ɞɥɹ Ʉ-ɷɫɫɟɧɰɢɢ ɜ ɜɢɞɟ: 
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