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УДК 521.11.2 

ПОЛИНОМИАЛЬНЫЕ РЕШЕНИЯ ДЛЯ ТРЕХМЕРНОЙ СИСТЕМЫ WDVV 

 

Жадыранова Алия Амирбековна
1
, Мырзакул Жанбота Ратбайқызы

2 

1
Докторант кафедры общей и теоретической физики ЕНУ им. Л.Н.Гумилева,  

2
Преподаватель кафедры общей и теоретической физики ЕНУ им. Л.Н.Гумилева 

Научный руководитель – К.Р. Мырзакулов 

 

Введение. Система дифференциальных уравнений WDVV (Witten-Dijkgraaf-Verlinde-

Verlinde) описывает пространство модулей топологических конформных теорий поля [4]. 

Б. Дубровин показал, что решения данной системы описывают дифференциально – 

геометрическую структуру, которая называется фробениусовой. Уравнения WDVV 

представляют собой следующие условия на функцию ),...,( 1 nttF  от n  переменных: 

1. Матрица 


ttt

tF






1

3 )(
:  является постоянной, симметричной и невырожденной. 

2. Функции 
 

ttt

tF
c

q

pqp




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)(3

, где   1
 pq

pq  ,  должны быть структурными 

константами некоторой ассоциативной алгебры. 

Система уравнений WDVV в общем виде выглядит следующим образом: 
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Приведем ниже лемму 1, которая позволит нам написать метрику в более простой 

форме и дает одну из форм решений уравнений WDVV [1, 3]. 

Лемма 1. Если 011   и все корни )(tE  просты, то при линейном изменении 

координат t  матрица   может быть сведена к антидиагональной форме 

 

1,=  n    

 

В этих координатах  
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для некоторой функции ),..,( 2 nttf , сумма  

 

 .21   mdd n    (3) 

 

Из вышеприведѐнной леммы следует, что единственными ненулевыми элементами 

метрики являются те, которые в сумме дают 1n , следовательно система (1) может быть 

переписана в следующем виде [3]: 
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Определение 1. Пусть на области   nn ttU ,...,1  задана функцией  nttF ,...,1
 и 

векторное поле   






 t
rtdE


  такое, что 21   mdd n  , 0  rd , 1=1d . 

Говорят, что пара ),( EF  удовлетворяет WDVV иерархии, если она удовлетворяет: 

1. уравнению ассоциативности 
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2. условию нормализации 
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3. уравнению однородности  
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Полиномиальные решения уравнения WDVV для n=3. В случае n=3 (4) имеет 

следующий вид: 
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Условие нормализации выглядит следующим образом: 
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Уравнение однородности имеет следующий вид: 
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Согласно определению 1 найдѐм полиномиальные решения, удовлетворяющие 

условиям (7), (8), (9). В этом случае мы имеем 0=11 , тогда согласно лемме 1 F  имеет вид: 
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Для функции ),( 32 ttf  в (10) уравнение однородности (9) запишется в следующем 

виде: 
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Теорема 1. Существуют три различных полиномиальных решений для случая 3=n  

[3]: 
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Доказательство. Все три решения удовлетворяют уравнению (7) и (8). 

Следовательно, остается проверить уравнение однородности. Из леммы 1 вытекают условия: 

0, 32 dd  и 2=1=2 32  mdd , из чего имеем Эйлерово поле в виде: 
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 где 21,m . 

Введѐм взаимозаменяемые переменные 2tx  , 
3ty  . Подставляя (10) и (18) в 

уравнение однородности (9) получаем: 
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где ),( yx  - квадратный полиномиал в переменных x,y. Пусть 
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Вместе с условиями 2,>qp   0>id  из (20) следует: 
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Введем nqk 1)/(=  . Тогда 1= knq  и ksp 24=  . Следовательно, 
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Условия 011,  knm  и 024  ks  дают 0s , 0k , 2s . Если 1=s , тогда 
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СЛУЧАЙ 2. Пусть 
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Введем nqk 1)/(=  . Тогда 1= knq  и ksp 24=  . Следовательно,  
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Условия 011,  knm  и 04  ks  дают 1,3=0,>0,4 skn  . Если 3=s , тогда 
1

1= nxyf  ; если 1=s , тогда .= 12

4

13

3

122

2

13

1

  nnnn yxyyxyxf   

В итоге имеем следующие формы для f:  
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Подставляя найденные виды f в (11) получаем 0=1a  для (25), (26). 

Вид для f (27) дает: 
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Аналогичным способом для (28) получаем следующие два решения: 
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Решение аналогичной системы. Введем переменные 
332322222 =,=,=

ttttttttt
fcfbfa , где 

функция f  была введена в (10). В [2] введена система в переменных cba ,, , аналогичная 

уравнению (11), в виде: 
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Покажем что следующие виды для функций f ,  
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приведенные в предыдущей главе, удовлетворяют системе (42). Значения третьих 

производных решений f  приведены в таблице (1) 

 

Таблица 1. Значения функций f  и третьих производных по соответствующим 

переменным. 

№ f   222=
ttt
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322=

ttt
fb  332=

ttt
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1      5322322
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4
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216
6 ttttt    26 t   2322 366 tt    32272 tt  

3          1134552222332

55

18

5

9
ttttt     236 t   43232 1812 ttt       332222 726 ttt    

 

Подставляя полученные значения для cba ,, в систему (42) следует, что f  в (43) (44) 

(45) являются частными решениями данной системы. 
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Введение. В данной работе рассматривается система дифференциальных уравнений 

Witten-Dijkgraaf-Verlinde-Verlinde (WDVV), которая описывает пространство модулей 

топологических конформных теорий поля [1]. 

Система уравнений WDVV в общем виде выглядит следующим образом [2, 3]: 
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