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Отметим, что статический расчѐт энергии образования дефекта Шоттки в кристалле UO2 для 

потенциалов MOX-07 даѐт значение 9.8 эВ [6], тогда как экспериментальная рекомендация 

составляет (6.5  0.5) эВ [1]. Результат настоящей работы не противоречит статическому 

расчѐту, однако завышен по сравнению с экспериментом (что характерно практически для 

всех расчѐтных работ, см. обзор в [6]). 

 

 
Заключение 

Реализованная в работе методика обнаружения вакансий при длительном 

молекулярно-динамическом моделировании позволила определить частоты появления 

катионных вакансий в объѐме нанокристаллов (U,Pu)O2 при температурах от 2660 до 2950 K, 

а также подтвердить вакансионный механизм диффузии объѐмных катионов. Полученная из 

температурной зависимости частот оценка энергии образования дефекта Шоттки составила 

ESh=(91) эВ. 

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научного 

проекта №16-52-48008 ИНД_оми. 
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Преподаватель Международной кафедры ядерной физики, 

новых материалов и технологий ЕНУ им. Л. Н. Гумилева, Астана, Казахстан 

Научные руководители – В. И. Кукулин, О. А. Рубцова 

НИИ ядерной физики им. Д. В. Скобельцына, МГУ, Москва, Россия 

 

І. Введение 

Существенная часть реакций и процессов в молекулярной, атомной и ядерной физике 

происходит при участии заряженных частиц. Однако теоретическое описание таких задач 

являются более сложным, чем описание рассеяния нейтральных частиц из-за присутствия 

дальнодействующего кулоновского взаимодействия, приводящего к наличию других 

граничных условий [1]. В случае нескольких заряженных частиц задачу рассеяния в целом 

можно считать еще нерешенной, несмотря на то, что до настоящего времени был разработан 

формализм Меркурьева-Фаддеева [2]. Он редко используется в практических расчетах. 

В то же время существует множество приближенных методов решения подобных 

задач. Среди них можно выделить наиболее часто используемый метод экрнанировки, 

который позволяет использовать обычные фаддеевские подходы [3,4], а также различные 

методы, основанные на разложении волновых функций рассеяния по L2-базисам (L2-

дискретизация) [5]. Не так давно авторы данной работы предложили формализм 

стационарных волновых пакетов, позволяющий формулировать задачи рассеяния на основе 

дискретизации континуума в терминах нормированных состояний в континууме [8,9]. Для 

рассеяния заряженных частиц был предложен специальный формализм кулоновских 

волновых пакетов [8]. Следует отметить, что ортонормированные состояния континуума 

использовались для постановки задач рассеяния еще в ранних работах по квантовой 

механике. В частности, описание таких состояний для задачи кулоновского рассеяния можно 

найти в первом издании справочника Бете [10]. 

Одним из основных преимуществ формализма кулоновских волновых пакетов 

является возможность изменять сетку дискретизации под потребности рассматриваемой 

задачи, в частности, можно делать ее более плотной в интересующей области энергий и 

импульсов. В последнее время прямое использование базиса кулоновских волновых пакетов 

позволило воспроизвести низкоэнергетическое поведение сечения антипротонной ударной 

ионизации атома водорода [6], в то время как традиционный здесь базис лагерровских 

полиномов не позволял продвинуться в область низких энергий. 

В настоящей работе мы предлагаем специальное удобное представление для 

кулоновских волновых пакетов – так называемый комплексный гауссовый базис (CRGB – 

complex-range Gaussian basis) [11-13]. Функции такого базиса вещественные, однако они 

строятся из двух наборов гауссиан с комплексно-сопряженными параметрами. В результате 

функции такого базиса сильно осциллируют и позволяют воспроизвести волновые функции 

высоковозбужденных состояний, а также состояний континуума. Использование такого 

базиса в задаче нескольких тел позволило бы существенно упростить расчеты, поскольку 

матричные элементы оператора перестановок вычисляются в таком базисе аналитически. 

CRGB уже успешно применялся для описания высоковозбужденных связанных 

состояний [11], для резонансных состояний трех тел в тройной альфа-системе [12], а также 

для промежуточных дискретизованных состояний континуума [13]. Таким образом, можно 

ожидать, что применение такого базиса в задачах рассеяния нескольких тел приведет к 

достаточному упрощению практических расчетов. 

В качестве метода решения задачи рассеяния в этой работе мы будем использовать 

технику диагонализации матрицы полного гамильтониана и спектральное разложение для 

полной резольвенты [9, 14], которые мы обобщим здесь для случая учета кулоновского 

взаимодействия. 

Структура работы следующая. В разделе II исследуются свойства комплексных 

гауссоид. В разделе III приводится заключение к работе. 
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 II. Комплексный гауссовый базис 

 A. Определение и основные свойства 

 В работах [11-13] была предложена модификация гауссова базиса введением 

дополнительного осциллирующего множителя. Этот базис называют комплексным 

гауссовым базисом (CRGB – complex-range Gaussian basis). Этот базис ранее успешно 

применялся для аппроксимации сильно осциллирующих высоковозбужденных волновых 

функций электрона в атоме водорода, а также для состояний дискретизованного континуума 

в подходе CDCC. 

 Функции CRGB строятся из набора гауссианов с комплексными параметрами: 

    21
, 1,  2, , ,nib rl

nl r r e n N



 

   

где b и n  – свободные параметры. Комбинируя комплексные гауссианы с их комплексным 

сопряжением, можно построить вещественные базисные функции в виде: 
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Масштабные параметры n  можно определить, например, с помощью квадратурной сетки 

Чебышева [9]: 
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             (2) 

где 0 , t – свободные параметры. 

 Оценим, какими должны быть значения параметра b, исходя из того условия, чтобы 

поведение каждой базисной функции исходного гауссова базиса не сильно менялась на ее 

характерном радиальном масштабе за счет осциллирующего множителя при построении 

функции  nl r  комплексного базиса. Характерный радиальный масштаб каждой гауссовой 

функции определяется как 0 1 nr   при 0l   и 2l nr l   при 0l  . В то же время первый 

нуль функции  nl r  расположен на расстоянии  2 nR b  . Приравнивая lR r , 

получаем предельные значения для параметра b: 

0 , ,
2 4

lb b
l

 
   

ниже которых влияние осциллирующих множителей на исходные гауссианы будет очень 

слабым. При увеличении b выше указанных предельных значений функций комплексного 

базиса будут все более заметно отличаться от чистых гауссиан. 

 Для наглядности на Рис. 1 приведены волновые функции CRGB 

   
2 2cosl r

l r r e b r   

в сравнении с исходными функциями вещественного гауссова базиса  0b   при разных 

значениях b для разных парциальных волн. 
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 Одной из особенностей гауссова базиса является то, что его функции не ортогональны 

друг другу. Это приводит к тому, что численно они перестают быть линейно-независимыми 

при достаточно малой размерности N. Базис же комплексных гауссоид, благодаря наличию 

дополнительного осциллирующего множителя, оказывается гораздо меньше ―перекрытым‖. 

Таким образом, размерность базиса N может быть взята достаточно большой, чтобы 

аппроксимировать волновые пакеты в широком диапазоне энергий. 

 B. Псевдосостояния как приближение для волновых пакетов 

 В работах [8, 9] было показано, что дискретные псевдосостояния, представляющие 

собой собственные состояния матрицы гамильтониана в некотором L2-базисе, являются 

хорошим приближением для волновых пакетов. В частности, псевдосостояния будут 

практически совпадать с волновыми пакетами в ограниченной области maxr r , граница 

которой определяется параметрами базисных функций. Кроме того, функции из этих двух 

наборов нормализованы и матрицы гамильтониана в обоих наборах являются 

диагональными. В данной работе в качестве L2-базиса рассматриваются гауссов базис и 

комплексный гауссов базис. 

 Таким образом, мы строим волновые пакеты, отвечающие как кулоновскому 

гамильтониану, так и полному, на основе диагонализации матриц этих гамильтонианов в 

вещественном и комплексном гауссовых базисах. 

 На Рис. 2 показано сравнение координатного поведения точных кулоновских 

волновых пакетов и соответствующих псевдосостояний, построенных в гауссовом базисе с 

параметрами 
2

0 0.01 fm ,   N = 50, t = 4 (a и c) и комплексном гауссовом базисе с 

параметрами 
2

0 0.01 fm ,   N = 100,  t = 4 (b и d). 

 

Рисунок 1-: Функции комплексного гауссова базиса при разных значениях параметра b в 

сравнении с функциями гауссова базиса  для различных парциальных волн:  (a), 

 (b) и  (c);  – характерный масштаб гауссовых функции. 
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Рисунок 2- Координатное поведение точных КВП (сплошные линии) и их аппроксимаций 

(пунктирные линии) в гауссовом базисе (а и с) и комплексном гауссовом базисе (b и d) для 

разных энергетических интервалов: * 9.5 МэВk   (a); * 10.15 МэВk   (b);  * 48.12 МэВk   

(c); * 50.6 МэВk   (d). 

  

Как видно из рисунка, совпадение очень хорошее. Малое различие в величинах 

максимумов между точными волновыми пакетами и соответствующими псевдосостояниями 

объясняется тем, что точные ВП, нормированные на единицу, убывают степенным образом с 

увеличением r, тогда как псевдосостояния, которые также нормированы на единицу, спадают 

к нулю экспоненциально. Поэтому амплитуда осцилляций для точных ВП будет всегда 

несколько выше, чем соответствующая амплитуда для более быстро убывающих функций 

псевдосостояний. Но если это различие проявляется вне области действия 

короткодействующего ядерного потенциала, то оно не должно играть никакой роли. 

 Вместе с тем, функции комплексного гауссова базиса позволяют аппроксимировать 

точные кулоновские волновые пакеты на более широком интервале (т.е. для больших 

значений maxr ). Таким образом, с помощью псевдосостояний, построенных с использованием 

комплексного гауссова базиса, можно получить лучшее приближение для волновых пакетов, 

чем с псевдосостояниями, полученными в гауссовом базисе. 

 Таким образом, совпадение псевдосостояний с ВП позволяет строить конечномерные 

аппроксимации для оператора рассеяния и операторов резольвент. Поэтому для построения 

ВП с использованием гауссова базиса (вещественного или комплексного) в задаче рассеяния 

нескольких частиц матричные элементы многочастичного оператора рассеяния могут быть 

вычислены аналитически с использованием известных формул преобразования к другим 

наборам координат Якоби. Стоит отметить, что в других известных методах решения задач 

рассеяния заряженных частиц в дискретном базисе в основном используется специальный 

L2-базис, построенный из функций Штурма-Кулона [5], который в задаче нескольких частиц 

имеет более сложное преобразование к другим наборам координат Якоби, чем квадратичный 

гауссов базис. 

 III. Заключение 

 В данной работе представлен новый подход к вычислениям квантового рассеяния с 

дальнодействующим кулоновским взаимодействием и короткодействующей ядерной силой. 

Данный подход сочетает в себе очень удобный и универсальный комплексный гауссовый 

базис и метод диагонализации гамильтониана с использованием дискретных состояний в 

континууме для построения off- и on-shell t-матрицы.  

 В качестве иллюстрации были вычислены парциальные фазовые сдвиги упругого 

рассеяния в системах N-α и d-α, которые хорошо согласуются с результатами других 

подходов и с экспериментальными данными. Было показано, что CRGB превосходит 

обычный вещественный гауссовый базис в нескольких ключевых аспектах: 
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i. базисные функции CRGB гораздо меньше перекрываются друг с другом, чем 

вещественные гауссианы, так что расчеты с этими функциями более устойчивы; 

ii. благодаря этому свойству можно увеличить размерность базиса без потери численной 

устойчивости и, следовательно, получить более высокую точность результатов; 

iii. за счет дополнительной осцилляции комплексных гауссиан можно описать точные 

волновые функции рассеяния на больших расстояниях и более высоких энергиях, чем 

вещественными гауссианами. 

 Разработанная методика, применяемая на рассеяние нескольких тел, может привести к 

некоторым дополнительным важным признакам, таким как полностью аналитическая форма 

для всех матричных элементов полного гамильтониана и удобный способ преобразований 

между различными наборами координат, например, между координатами Якоби при 

различных перестановках частиц и т. д. 

 Таким образом, все эти особенности могут сделать сложные вычисления рассеяния 

нескольких и многих тел не более сложными, чем аналогичные вычисления связанного 

состояния, поскольку мы применяем тот же метод (диагонализация гамильтониана в 

конечном гауссовом базисе) для обоих типов квантовых расчетов. 
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Исследование процессов взаимодействия легких частиц с ядрами является основным 

источником информационных данных о свойствах атомных ядер. Это предоставляет нам 

возможность получения обширных ядерно-физических данных, как механизм ядерно-




