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Линейное пространство B над полем k, снабженное билинейной операцией  yx, , 

называется алгеброй Лейбница, если для любых Bzyx ,,  выполняется тождество Лейбница 

 

                     ].],,[[]],,[[]],[,[ yzxzyxzyx                                             (1) 

 

Линейное пространство A над полем k, снабженное билинейной операцией  yx  , 

называется дуальной алгеброй Лейбница, если для любых Azyx ,,  выполняется тождество  

 

).()()( zyxyzxzxy                                                     (2) 

 

 Алгебры Лейбница образуют операду Кошуля в смысле В. Гинзбурга и М. Капранова 

[1]. В 1995 году Ж.-Л. Людей (J.-L. Loday) [2] определил понятие дуальных алгебр Лейбница 

как класс алгебр кушелево дуальных алгебрам Лейбница. Более того, любая дуальная 

алгебра A относительно симметризации baabba   является ассоциативно-

коммутативной алгеброй [2].  

 Дуальные алгебры Лейбница в зарубежной литературе называются иногда алгебрами 

Zinbiel (Leibniz написанное в обратном порядке).  Ж.-Л. Людей (J.-L. Loday) [2] доказал, что  

левонормированные слова образуют базис свободной дуальной   алгебры   Лейбница. А. 

Джумадильдаев и К. Туленбаев [3] доказали аналог теоремы Нагаты – Хигмана (Nagata-

Higman [4]) для дуальных алгебр Лейбница (любая дуальная ниль-алгебра Лейбница 

является нильпотентной). Ими так же было доказано, что любая конечномерная дуальная 

алгебра Лейбница над алгебраически замкнутым полем разрешима. А. Науразбекова и 

У.Умирбаев [5]  доказали, что любое собственное подмногообразие дуальных алгебр 

Лейбниц над полем характеристики ноль является нильпотентним и, как следствие, 

многообразие дуальных алгебр Лейбница над полем характеристики ноль является 

шпехтовым и имеет базисный ранг 1. 

 Исключительно важным для исследования неассоциативных алгебр является понятие 

универсальной мультипликативной обертывающей  алгебры. Оснавная идея заключается в 

следущем [6]: с каждой алгеброй А произвольного многообразия М связывается 

ассоциативная алгебра )(AU M  такая, что категория А-бимодулей эквивалентна категории 

левых )(AU M - модулей. А. Науразбекова [7], применяя технику базисов Гребнера-Ширшова, 

построила базис универсальной мультипликативной обертывающей алгебр дуальных алгебр 

Лейбница.  

Алгебра nA  называется свободной дуальной алгеброй Лейбница со свободным 

множеством порождающих },,{ 21 nxxxX  , если выполняются следующие два условия:  

1. алгебра nA  порождается (как дуальной алгебра Лейбница) множеством Х. 

2. для любой дуальной алгебры Лейбница A и для любого отображения AX :  

существует единственный гомоморфизм AAn :  такой, что  X| . 
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Через k обозначим произвольное фиксированное поле характеристики 0 и через 

 ,,, 21 nxxxDL  обозначим свободную дуальную алгебру Лейбница на полем k  от 

переменных  ,,, 21 nxxx .  

Множество всех левонормированных слов  

 

1)),((
121




nxxxx
nn iiii  , 

составляет базис  ,,, 21 nxxxDL . 

 Пусть XDLD   - свободная дуальная алгебра Лейбница с множеством свободных 

порождающих  nxxX ,,1  . Обозначим через eD  универсальную мультипликативную 

обертывающую алгебру алгебры D. Напомним, что eD  ассоциативная алгебра с единицей 

порожденная универсальными операторами левого умножения xl  и правого умножения xr , 

где Dx . Из (2) непосредственно вытекают определяющие соотношения алгебры eD :  

zyyzyz rrr  , 

zxzxxz llrllr  , 

yxyxxy lllll  , 

где Dzyx ,, . 

 Структуру универсальных мультипликативных обертывающих алгебр свободных 

дуальных алгебр Лейбница описывает следующая  

Теорема 1. Пусть XDLD   - свободная дуальная алгебра Лейбница с множеством 

свободных порождающих  nxxX ,,1   и eD  - его универсальная мультипликативная 

обертывающая алгебра. Тогда  

Dxx

e rllAssD
n
 ,,

1
 . 

Доказательство. Используется определяющие соотношения алгебры eD , легко показать, 

что каждый элемент алгебры eD  можно представить в виде линейной комбинации элементов 

вида  

,,,
2121 jsiiijsiii hxxxhxxx rlllrlll   

где jh  - некоторый базисный элемент алгебры А, т.е. левонормированное слово в алфавите X.  

 Напомним, что yxxDL n ,,,1   является свободной дуальной алгеброй Лейбница. 

Элементы вида  

),())))((((
2121

yrlllyhxxx
jsiiis hxxxjiii    

),())))((((
2121

ylllyxxx
siiis xxxiii    

)(yryh
jhj   

является левонормированными словами, т.е. линейно независимыми в алгебре  

yxxDL n ,,,1  . Соответственно, элементы вида  

jsiiijsiii hxxxhxxx rlllrlll ,,
2121

  

линейно независимы в eD .    �  
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Основной задачей актуариев страховых компаний являются расчеты рисков в моделях 

страхования, особую проблему вызывают именно модели страхования жизни, так как на 

продолжительность жизни человека влияют большое количество факторов. В данной работе 

сделана попытка создания аналитической функции законов смертности, которые 

использованы затем для расчетов моделей рисков. Для проведения наших исследований 

необходимы знания  законов смертности населения. 

Первый подход – выразить смертность с помощью некоторой непрерывной функции, но  

недостатком этого подхода является некоторая усредненность, сглаженность законов 

смертности.  

Второй подход заключается в построении таблиц смертности. Он позволяет учесть в 

таблицах смертности, усредненные для данного возраста, но не сглаженные вероятности 

умереть, что является его недостатком.  

В актуарных расчетах чаще используют второй подход, дополняя его некоторыми 

допущениями о характере смертности между отдельными годами жизни.  

Рассмотрим некоторые аналитические законы смертности. Простейший закон 

смертности предложил де Муавр (1729 г.), по его предположению   время жизни равномерно 

распределено на интервале (   )   ( )  
 

 
, где    предельный возраст. Таким образом, в 

модели де Муавра:  

   ( )  
 

 
  ( )    

 

 
       

 

   
         

В модели Гомпертца (1825 г.) интенсивность смертности приближается показательной 

функцией:        .  Таким образом, в модели Гомпертца:  

 ( )      *   
 (     )

 
+   ( )     * 

 (     )

 
+ 

где      -некоторые параметры. 

Мейкхам (1860 г.) обобщил предыдущую модель, прибавив к интенсивности 

смертности, предложенной Гомпертцом, постоянную  , характеризующую риски для жизни, 
связанные с несчастными случаями (мало зависящими от возраста):         . 

Таким образом, в модели Мейкхама: 
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