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Introduction 

In this model, we start with a generalized form of gravity, where the action is described by a 

function F that depends on three main components: the Ricci curvature (R), the kinetic term of the scalar 

field (X), and the scalar field itself (φ). This approach allows for a broader range of physical phenomena 

to be considered than the standard Einstein action. 

The next step is to consider the model as a generalization of the Starobinsky model. The 

Starobinsky model is one of the most well-known inflationary models proposed in the early 1980s. It is 

based on adding an additional term to the Einstein action proportional to the square of the Ricci curvature. 

This additional term plays an important role in generating the inflationary period in the early universe. 

A detailed study of this model may lead to new predictions about the early universe, the structure 

of cosmic time, and other important aspects of cosmology. Confirming or refuting such predictions 

requires comparison with observations and analysis of experimental data. 

 

Lagrangian have the next form: 

L = (C3R + C4X)2 + C1R + C2X – V(𝜑 ); 

 

or 

 

L = C1R + C3
2R2 + C2X + 2C3C4RX + C4

2x2 - V(𝜑 ); 

Here C1 , C2 , C3 , C4 – constants, R  – curvature scalar, X  – kinetic term of the scalar field,   – scalar 

field. 

 

This Lagrangian we rewrite in next form [1]: 

𝐿 = 𝑎3𝐹 − 𝑎3𝐹𝑅𝑅 − 𝑎3𝐹𝑅𝑢 − 6𝐹𝑅�̇�2𝑎 − 6�̇�𝑅�̇�𝑎2 − 𝑎3𝐹𝑋 (𝑋 − 𝑣 −
1

2
𝜑2̇). 

                (1) 

 

We can find the effective speed of sound 𝑐𝑠
2 for this case [2,3]: 

𝑐𝑠  
2 =

𝐹𝑥

𝐾𝑥
 ;  

𝑐𝑠
2 = 

𝐶2 + 2 𝐶3𝐶4𝑅 + 2𝐶4
2𝑋

𝐶2 + 2 𝐶3𝐶4𝑅 + 6𝐶4
2𝑋

. 

The Friedmann equation for this case: 

H2 = 
𝑘2

3
(𝜌𝑟 + 𝜌𝑚 + 

𝐶2+2 𝐶3𝐶4𝑅+6𝐶4
2𝑋+𝑅+𝑅2+𝑋

4𝑀4(𝐶2+2 𝐶3𝐶4𝑅+2𝐶4
2𝑋)

(𝜑)4 + V(𝜑 )); 

(2) 

mailto:azizabibulatova10@gmail.comz
mailto:bauyrzhangb@enu.kz
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while the fluid and scalar field equations of motion are [4]: 

�̇�𝑟 = −3𝐻𝛾𝑟𝜌𝑟; 

�̇�𝑚 = −3𝐻𝛾𝑚𝜌𝑚; 

F = (𝐶3R + 𝐶4X)2 + 𝐶1R + 𝐶2X – V(𝜑 ). 

Here and after denote F(R, X, 𝜑) as F, and 𝐹𝑅 , 𝐹𝑋 , 𝐹𝜑 is derivations of F function by R and X 

respectively. If we consider that u depends linearly on a, �̇�, �̈� and R, then we can write the Lagrangian 

this way [1]: 

L = a3 [(𝐶3R +𝐶4X)2+𝐶1R +𝐶2X – V(𝜑)- 𝑏1𝑅(2𝐶3
2𝑅 + 2 𝐶3𝐶4𝑋 + 𝐶1)]- 6a�̇�2 (𝑏1(2𝐶3

2𝑅 + 2 𝐶3𝐶4𝑋 +
𝐶1)) - 6a2�̇�[�̇�(2𝐶3

2+ �̇�(2 𝐶3𝐶4)]- 𝑎3(2𝐶3𝐶4𝑅 + 2𝐶4
2𝑋 + 𝐶2); 

(3) 

Here 𝑏1, 𝑏2- some constants. A similar result is obtained for u(a, �̇�). So there is no big difference 

between is linearly depends on R, T or only a, �̇�. After, we use poin-like Lagrangian, where u is some 

functions of a, �̇� only as 

F𝜑 - 3H𝐹𝑥�̇� − [�̇�𝐹𝑋𝑅 + �̇�𝐹𝑋𝑋 + �̇�𝐹𝑋𝜑]�̇� - 𝐹𝑋�̈� = 0; 

V(𝜑 )𝜑
′  - 3H(2𝐶3𝐶4𝑅 + 2𝐶4

2𝑋 + 𝐶2)�̇� − [𝑅(2 𝐶3𝐶4)] + �̇�̇ (2𝐶4
2)] �̇� − (2𝐶3𝐶4𝑅 + 2𝐶4

2𝑋 + 𝐶2)𝜑 ̈ =  0. 

(4)                                     
And kinetic term of scalar field as 

 

X=-
1

2
 𝜑2̇. 

 

Find the scalar field φ, potential V from (4): 

𝑉𝜑
′  - 3�̇�(2𝐶4

2X + 𝐶2)�̇� - 2𝐶4
2𝜑2̇�̈� - 𝐶4

2𝜑2̇�̈�=0. 

Here we use exact form as 

a=𝑎0𝑡
𝑛; 

𝑉𝜑
′  = 𝑉0𝜑

𝑛; 

𝑉0𝜑
𝑛 - 3𝜑0

3𝐶2
4𝑚3(n + m + 1)𝑡3𝑚−4 – 3n𝐶2𝜑0m𝑡𝑚−2=0. 

 

From here scalar field 𝜑 and potential V: 

 

𝜑=𝜑01𝑡
3𝑚−4

𝑛  + 𝜑02𝑡
𝑚−2

𝑛 ; 

(5) 

V=𝑉01𝑡
3𝑚−4 + 𝑉02𝑡

𝑚−2. 

(6) 

For this most general form of the cosmological model with a scalar field the Euler Lagrange equations 

will have the following very complex form: 

F-A𝐹𝑅-(u�̇�
𝑎

3
 – 4H)∙ 𝐹�̇�-2�̈�𝑅-𝐹𝑋(X-

1

2
 𝜑2̇)=0. 

Here   

A = R – u - 
𝑎

3
𝑢𝑎 + 𝑢�̇��̇� + 𝑢𝑎�̇��̇�

𝑎

3
 + 𝑢�̇��̇��̈�

𝑎

3
 – 4H + 6𝐻2; 

F – (R – u - 
𝑎

3
𝑢𝑎 + 𝑢�̇��̇� + 𝑢𝑎�̇��̇�

𝑎

3
 + 𝑢�̇��̇��̈�

𝑎

3
 – 4H + 6𝐻2)𝐹𝑅 - (u�̇�

𝑎

3
 – 4H)∙ 𝐹�̇�-2�̈�𝑅-𝐹𝑋(X-

1

2
 𝜑2̇)=0. 

Here: 

u= 𝑢0𝑎
𝑚 ∙ �̇�𝑙. 

 

For FRW we can write Ricci scalar as 

R= u+6(�̇� + 2𝐻2). 
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We can take  

F=𝐶1R + 𝐶2X + (𝐶3R + 𝐶4X)2 – V. 

 

Scale factor 

a =𝑎0𝑡
𝑛; 

 

and Hubble parameter as  

H=
�̇�

𝑎
= 

𝑛

𝑡
. 

So we have Euler-Lagrange equation as: 

𝑡2𝑚𝑛−𝑚𝑢0𝑎0
𝑚+𝑙𝑛𝑙(𝐶1+𝐶3𝐶4(𝜑01(

3𝑚

𝑛
-1)𝑡

3𝑚

𝑛
−2 + 𝜑02(

𝑚−2

𝑛
)𝑡

𝑚−2

𝑛
−1)2- 4𝐶3

2) + 𝑡−2𝑛(12𝐶1n – 6𝐶1+ 

1

2
𝐶2n(𝜑01(

3𝑚

𝑛
-1)𝑡

3𝑚

𝑛
−2 + 𝜑02(

𝑚−2

𝑛
)𝑡

𝑚−2

𝑛
−1)2+ 6n𝐶3𝐶4(𝜑01(

3𝑚

𝑛
-1)𝑡

3𝑚

𝑛
−2 + 𝜑02(

𝑚−2

𝑛
)𝑡

𝑚−2

𝑛
−1)2) – 

3𝑡4𝑚𝑛−2𝑚𝐶3
2𝑢0

2𝑎0
2(𝑚+𝑙)

𝑛2𝑙+12𝑡−4𝐶3𝑛(23𝐶3𝑛 − 12𝐶3𝑛
3 − 6𝑛2 + 12𝑛3 + 16𝑛2𝐶3 +

12𝐶3)+
1

4
𝐶4

2(𝜑01(
3𝑚

𝑛
-1)𝑡

3𝑚

𝑛
−2 + 𝜑02(

𝑚−2

𝑛
)𝑡

𝑚−2

𝑛
−1)4- 𝑉01𝑡

3𝑚−4- 𝑉02𝑡
𝑚−2+ 

4𝑡2𝑚−𝑛−2𝑢0𝑎0
𝑚+𝑙𝑛𝑙𝐶3(2n𝐶3 − 12𝑛2𝐶3

2 + 3𝑛2)+ 
2

3
𝑡3𝑚𝑛+𝑙𝑛−𝑙−𝑚𝑢0

2𝑎0
2(𝑚+𝑙)

𝑛2𝐶3
2(𝑛𝑙−1(𝑙2 −

𝑙)[𝑎0𝑛(𝑛 − 1)]𝑎0
−1 − 𝑙𝑛𝑙 − 1) + 2𝑡3𝑚+𝑛−𝑚𝑢0

2𝑎0
2(𝑚+𝑙)

𝑙𝑛2𝑙−1𝐶3
2+𝑡𝑚𝑛+𝑙𝑛𝑢0𝑎0

𝑚+𝑙𝑙𝑛𝑙(24𝐶3
2𝑛𝑡−1−𝑙-

12𝐶3
2𝑡−1−𝑙−𝑛 + 𝑡−𝑙+1𝐶3𝐶4(𝜑01(

3𝑚

𝑛
-1)𝑡

3𝑚

𝑛
−2 + 𝜑02(

𝑚−2

𝑛
)𝑡

𝑚−2

𝑛
−1)2+ 

2

3
𝑢0𝑚𝑎0

𝑚+𝑙𝐶3
2𝑛𝑙𝑡2𝑚𝑛−2𝑛−𝑙+1−𝑚- 

4𝐶3
2(𝑙 − 1)𝑎0

−1𝑛−1𝑡−𝑙−2[𝑎0𝑛(𝑛 − 1)])+
1

3
𝑡𝑚𝑛+𝑙𝑛−𝑙𝑎0

𝑚+𝑙𝑛𝑙𝐶3𝐶4(𝜑01(
3𝑚

𝑛
-1)𝑡

3𝑚

𝑛
−2 +

𝜑02(
𝑚−2

𝑛
)𝑡

𝑚−2

𝑛
−1)2((𝑙2 − 𝑙)𝑛−2𝑎0

−1[𝑎0𝑛(𝑛 − 1)] − 1)+ 48𝑡−3𝑛2𝐶3
2(1-2n) - 4𝑡−1𝑛𝐶3𝐶4((𝜑01(

3𝑚

𝑛
-

1)𝑡
3𝑚

𝑛
−2 + 𝜑02(

𝑚−2

𝑛
)𝑡

𝑚−2

𝑛
−1)2+ 2 (𝜑01(

3𝑚

𝑛
-1)𝑡

3𝑚

𝑛
−2 + 𝜑02(

𝑚−2

𝑛
)𝑡

𝑚−2

𝑛
−1) (𝜑01(

3𝑚

𝑛
-1)(

3𝑚

𝑛
− 2)𝑡

3𝑚

𝑛
−3 +

𝜑02(
𝑚−2

𝑛
)(

𝑚−2

𝑛
− 1)𝑡

𝑚−2

𝑛
−2))+8𝑡−3+𝑚𝑛+𝑙𝑛−𝑙𝑢0𝑎0

𝑚+𝑙𝐶3
2𝑛𝑙+1𝑙(2n-1) - 4𝐶3𝐶4((𝜑01(

3𝑚

𝑛
-1)(

3𝑚

𝑛
−

2)𝑡
3𝑚

𝑛
−3 + 𝜑02(

𝑚−2

𝑛
)(

𝑚−2

𝑛
− 1)𝑡

𝑚−2

𝑛
−2)2 + (𝜑01(

3𝑚

𝑛
-1)𝑡

3𝑚

𝑛
−2 + 𝜑02(

𝑚−2

𝑛
)𝑡

𝑚−2

𝑛
−1) (𝜑01(

3𝑚

𝑛
-1)(

3𝑚

𝑛
−

2) (
3𝑚

𝑛
− 3) 𝑡

3𝑚

𝑛
−4 + 𝜑02(

𝑚−2

𝑛
)(

𝑚−2

𝑛
− 1)(

𝑚−2

𝑛
− 2)𝑡

𝑚−2

𝑛
−3)) = 0. 

(7) 

 

Conclusion 

             In this paper, we have considered extended modified gravity with curvature, scalar and their 

kinetic terms. This is a modification of Starobinsky gravity. We have shown that here exists solution and 

find the Euler-Lagrange equation for power-law model.  

This research has been funded by AP19175860 «Исследование уравнения Монжа-Ампера 

геометрическими методами теории солитонов и его применение к решению физических задач» 
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УДК 524.834 

РЕКОНСТРУКЦИЯ И ИЗУЧЕНИЕ КОСМОЛОГИЧЕСКИХ РЕШЕНИЙ В 

МУЛЬТИПОЛЕВЫХ ТЕОРИЯХ ГРАВИТАЦИИ 

 

Даулетова Аяжан Даулетовна 

Ay.zh.an.daulet@gmail.com 

Студент бакалавриата4 курса кафедры <<Релятивистская космология>> 

Евразийского национального университета Им. Л. Н. Гумилева, Астана, Казахстан 

Научный руководитель - Цыба П.Ю. 

 

Модель, расматриваемая в этой работе, излагается действием фермионного поля, которое 

неминимально связано со скаляром вращения 

 

𝐿 = ∫𝑑4𝑥√−𝑔 {𝐹(Ψ)𝑇 +
𝑖

2
[�̅�Γ𝜇(𝜕𝜇

⃗⃗⃗⃗ − Ω𝜇)𝜓 − �̅�(𝜕𝜇
⃖⃗⃗⃗⃗ + Ω𝜇)Γ𝜇𝜓] − 𝑉(Ψ)} (1) 

 

где T - скаляр вращения, 𝜓 и �̅� = 𝜓+𝛾0обозначают спинорное поле и сопряженное с ним, причем 

крестик представляет комплексное сопряжение. F(Ψ) и V (Ψ) являются общими функциями, 

представляющими связь с гравитацией и потенциал самовзаимодействия фермионного поля 

соответственно. В этом исследовании, поскольку мы фокусируемся на эффекте фермионного 

поля в контекстем телепараллельной гравитации, мы можем пренебречь вкладом обычной 

материи. Отметим, что действие в (1) полностью эквивалентно стандартной общей теории 

относительности с фермионным полем, где минимально связано со скаляром Риччи. В нашей 

работе для простоты мы предполагаем, что F и V зависят только от функций билинейного Ψ =
�̅�𝜓. Кроме того, в описанном выше действии Ωμ является спиновым соединением Ω𝜇 =

−
1

4
𝑔𝜎𝜈[Γ𝜇𝜆

𝜈 − 𝑒𝑏
𝜈𝜕𝜇𝑒𝜆

𝑏]ΓσΓ𝜆 с Γ𝜇𝜆
𝜈  обозначает стандартную связь Леви-Чивиты Γ𝜇 = 𝑒𝑎

𝜇
𝛾𝑎.𝛾𝜇 

являются матрицами Дирака. 

Здесь мы рассмотрим простейшую однородную и изотропную космологическую модель ФРУ, 

пространственно плоская метрика которой задается формулой 

 

                                           𝑑𝑠2 = 𝑑𝑡2 − 𝑎2(𝑡)[𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2 + 𝑑𝑧2]                                             (2) 

 

где a(t) - масштабный коэффициент Вселенной. В телепараллельной гравитации скаляр кручения, 

соответствующий метрике ФРУ (2), принимает форму 𝑇 = −
6𝑎2̇

𝑎2 , где точка представляет 

дифференциацию по отношению к космическому времени t ([1]). Учитывая уравнении (2), 

получим точечный лагранжиан из действия (1) 

 

                                          𝐿 = 6𝐹𝑎�̇�2 −
𝑖𝑎3

2
(�̅�𝛾0�̇� − �̇̅�𝛾0𝜓) + 𝑎3𝑉                                         (3) 

 

здесь из-за однородности и изотропии метрики предполагается, что спинорное поле зависит 

только от времени, т.е. 𝜓 = 𝜓(𝑡). Уравнения Дирака для спинорного поля 𝜓 и сопряженного с 
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