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ӘОЖ 524.8 

𝒇(𝑹), 𝜼(𝑮) ГРАВИТАЦИЯЛАРЫНЫҢ ЖАЛПЫЛАНҒАН КОСМОЛОГИЯЛЫҚ МОДЕЛІ 

 

Нұрат И.Қ. 

indira.nurat@mail.ru 

Л.Н.Гумилева атындағы ЕҰУ, «Жалпы және теориялық физика» кафедрасы 

8D05304-Физика мамандығының 2 курс докторанты 

Астана, Казахстан  

Ғылыми жетекші – Мырзақұл Ш.Р. 

 

Көптеген астрономиялық зерттеулер бойынша Ғаламның үдемелі ұлғаятындығы 

анықталды [1]. Соңғы кезде Ғаламның үдемелі ұлғаюын қарастыратын жалпылама  Энштейн-

Гильберт модификацияланған теорияларын зерттеуге қызығушылық артып келеді. Тиімді 

космологиялық нәтижелер алуға болатын модификацияланған гравитация теориялары 

ұсынылды.  

Сондай модификацияланған гравитация теориясына  𝑓(𝑅) гравитациясы жатады. Соңғы 

онжылдықта 𝑓(𝑅) гравитациясының бірнеше түрлері зерттелді [2-3]. Бұл теория Ғаламның соңғы 

кездегі ұлғаюйын күңгірт энергия сияқты өрістердегі қосымша материяларды қарастырусыз  

сипаттай алады. Сонымен қатар, 𝑓(𝑅) теориясының альтернативасы ретінде 𝑓(𝑅, 𝐺) 

гравитациясы ұсынылды [4-5]. Яғни, Энштейн әсері Гаусс-Бонне гравитациялық теориясының 

𝑓(𝐺) функциясының қосылуымен өзгереді. Мұндағы 𝐺 Гаусс-Бонне теңдеуінің квадраттық 

инварианты болып табылады [6].  

Бұл жұмыста 𝑅 және 𝐺 функцияларынан тұратын модификацияланған 𝑓(𝑅), 𝜂(𝐺) Гаусс-

Бонне гравитациясы зерттеледі. Осы модельге сәйкес қозғалыс теңдеуі, космологиялық 

параметрлер және осы параметрлердің қазіргі таңдағы бақылау деректерімен сәйкестігі 

қарастырылады.  

Жазық кеңістіктік Фридман-Робертсон-Уокер метрикасын қарастырайық 

 

𝑑𝑠2 = −𝑑𝑡2 + 𝑎(𝑡)2(𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2 + 𝑑𝑧2),        (1) 

 

мұндағы а - масштабты фактор. 

Осы метрикағаи сәйкес келесі түрдегі әсерді қарастырамыз 

 

𝑆 = ∫𝑑4𝑥𝑎3 [𝑓(𝑅) + 𝜂(𝐺) − 𝑓𝑅 (𝑅 − 6 (
𝑎̈

𝑎
+

𝑎̇2

𝑎2)) − 𝜂𝐺 (𝐺 −
24𝑎̇2𝑎̈

𝑎3 )],     (2) 

 

Функция үсіндегі нүкте уақыт арқылы туындыны білдіреді.  

𝑓𝑅 және 𝜂𝐺  келесі түрде белгілі 

 

𝑓𝑅 =
𝑑𝑓

𝑑𝑅
 , 𝑓𝐺 =

𝑑𝑓

𝑑𝐺
 (3) 

 

(2) теңдеудегі әсерге сәйкес Лагранж функциясы келесі түрде анықталады 

 

𝐿 = 𝑎3𝑓 + 𝑎3𝜂 − 𝑎3𝑅𝑓𝑅 − 6𝑎2𝑎̇𝑅̇𝑓𝑅𝑅 − 6𝑎𝑎̇2𝑓𝑅 − 𝑎3𝐺𝜂𝐺 − 8𝑎̇3𝐺̇𝜂𝐺𝐺 .               (4) 

 

Эйлер-Лагранж теңдеуі келесі түрде жазылады 
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𝜕𝐿

𝜕𝑞
−

𝑑

𝑑𝑡
(

𝜕𝐿

𝜕𝑞̇
) = 0                                                           (5) 

 

мұндағы 𝑞 = 𝑎, 𝑅, 𝐺 – жалпылама айнымалылар.  

 

𝑝 = −(3𝐻2 + 2𝐻̇) = 

=
1

2𝑓𝑅
[𝑓 + 𝜂 − 𝑅𝑓𝑅 − 𝐺𝜂𝐺 + 4𝐻𝑅̇𝑓𝑅𝑅 + (2𝑅̇𝑓𝑅𝑅)

𝑡
+ 8𝐻2(𝐺̇𝜂𝐺𝐺)

𝑡
+ 16𝐻𝐺̇𝜂𝐺𝐺(𝐻̇ + 𝐻2)]     (6) 

 

𝜌 = 3𝐻2 =
1

2𝑓𝑅
[−𝑓 − 𝜂 + 𝑅𝑓𝑅 + 𝐺𝑓𝐺 − 6𝐻𝑅̇𝑓𝑅𝑅 − 24𝐻3𝐺̇𝜂𝐺𝐺]                 (7) 

мұндағы  𝐻 =
𝑎̇

𝑎
 – Хаббл параметрі. 

ФРУ метрикасы үшін Риччи скаляры 𝑅 және Гаусс-Бонне инварианты 𝐺  келесі түрде 

анықталады 

 

𝐺 = 24𝐻2(𝐻̇ + 𝐻2),                                                           (8) 

 

𝑅 = 6𝐻̇ + 12𝐻2.                                                               (9) 

 

(6) және (7) теңдеулерді қосу арқылы келесі теңдеуді аламыз 

 

𝐻 =
1

2𝑓𝑅
[(𝑅̇𝑓𝑅𝑅 + 4𝐻2𝐺̇𝜂𝐺𝐺) − (𝑅2𝑓𝑅𝑅𝑅 + 4𝐻2𝐺̇2𝜂𝐺𝐺) − (𝑅̈𝑓𝑅𝑅 + 4𝐻2𝐺𝜂𝐺𝐺

̈ ) − 8𝐻𝐻̇𝐺𝜂𝐺𝐺
̇ ] (10) 

 

Келесідей белгілеу егіземіз 

 

𝐴 = 𝑅̇𝑓𝑅𝑅 + 4𝐻2𝐺̇𝜂𝐺𝐺 ,                                                       (11) 

 

онда 𝐴 фукнциясының уақыт арқылы туындысы келесі түрде жазылады  

 

𝐴̇ = (𝑅2𝑓𝑅𝑅𝑅 + 4𝐻2𝐺̇2𝜂𝐺𝐺) − (𝑅̈𝑓𝑅𝑅 + 4𝐻2𝐺𝜂𝐺𝐺
̈ ) − 8𝐻𝐻̇𝐺𝜂𝐺𝐺

̇ .                    (12) 

 

(11), (12) теңдеулерді пайдаланып (10) теңдеуді келесі түрге келтіреміз 

 

𝐻̇ =
1

2𝑓𝑅
(𝐻𝐴 − 𝐴̇).                                                         (13) 

 

Осы теңдеуді шешуді оңайлату үшін келесідей белгілеу енгіземіз 

 

𝑓𝑅 =
𝐴

2
.                                                                   (14) 

Онда (13) теңдеуді келесі түрде жазамыз 

 

𝐻̇ − 𝐻 =
𝐴̇

𝐴
= 𝐶1                                                          (15) 

мұндағы 𝐶1 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.  

(15) теңдеудің шешімі келесі түрде болады 

 

𝐻 = 𝑒(𝑡−𝑡0)                                                             (16) 

және 
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𝐴 = 𝑒−𝐶1(𝑡−𝑡0).                                                         (17) 

 

(11),(14),(17) өрнектерді пайдаланып келесі интегралды теңдеуді анықтаймыз 

 

𝜂𝐺 = −∫
𝐶1𝑒−𝐶1(𝑡−𝑡0)

8(𝑒(𝑡−𝑡0)−𝐶1)
2 𝑑𝑡.                                                    (18) 

 

(16) теңдеуді  (9) теңдеуге қою арқылы 𝑓𝑅анықтаймыз: 

 𝑓𝑅 =
1

2
(𝐶1 −

1

4
±

1

2
√

𝑅

3
− 2𝐶1 +

1

4
)

𝐶1

.                                         (19) 

 

𝐶1 = −1 болатын жағдайын қарастырып (19) интегралдық теңдеудің шешімін келесі түрде 

анықтаймыз 

 

𝑓(𝑅) =
5

8
+

1

24
√12𝑅 + 81.                                                  (20) 

 

Ғаламның кеңеюі 𝜔 күй параметрінің әртүрлі мәндеріне байланысты сипатталады. Күй 

параметрі келесідей анықталады 

 

𝜔 =
𝑝

𝜌
 ,                                                                   (21) 

 

мұндағы 𝑝 - қысым , 𝜌 – энергия тығыздығы.  

(8), (9) –өрнеутерге көрсетілген 𝑅 және 𝐺 функцияларының уақыт арқылы туындыларын 

анықтап, осы мәндерді (6), (7) теңдеулерге қою арқылы келесі теңдеулерді аламыз 

 

𝑝 = −3𝑒2𝑡 − 6𝑒𝑡 +
3

𝑒𝑡 − 3,                                                  (22) 

 

𝜌 = 3𝑒2𝑡 + 6𝑒𝑡 −
3

𝑒𝑡 + 3.                                                  (23) 

 

Онда (21) теңдеуге сәйкес күй параметрі 𝜔 = −1 болады. Бұл нәтиже зерттелініп жатқан 

космологиялық модельдің вакуумдық эраға сәйкес келетінін дәлелдейді.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

1-сурет. 𝑝 қысымның 𝑡 уақыт бойынша өзгерісі 
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2-сурет. 𝜌 энергия тығыздығының 𝑡 уақыт бойынша өзгерісі. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

3- сурет.  𝜔 күй параметрінің 𝑡 уақыт бойынша өзгерісі. 

 

Бұл жұмыста 𝑓(𝑅) және 𝜂(𝐺) функцияларынан тұратын модификацияланған Гаусс-Бонне 

гравитациясы зерттелді. Осы космологиялық модельге сәйкес белгісіз 𝑓(𝑅) және 𝜂(𝐺) 

функцияларының анықталу жолдары көрсетілді, 𝑓(𝑅) функциясының 𝑅 қисиқтық скалярына 

байланысты түрі анықтады. Сонымен қатар, космологиялық параметрлер және олардың 

графиктері қарастырылды. 1-суретке сәйкес 𝑝 қысым теріс  мәнге ие екені көрінеді. Бұл қазіргі 

Ғаламның үдемелі кеңеюін сипаттайды. 2-суретке сәйкес энергия тығыздығының оң мәнге ие 

болуы да қазіргі космологиялық мәліметтерге сәйкес келеді. Осылайша, осы жұмыста 

қарастырылған модификацияланған Гаусс-Бонне гравитациясының моделі соңғы уақыттағы 

Ғаламның үдемелі кеңеюін сипаттайтындығы дәлелденді. 
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Кіріспе 

 Кортевег-де Фриз теңдеуі 06 =++ xxxxt qqqq  таяз суда пайда болатын шағын 

амплитудалық және әлсіз дисперсиялық толқындардың қозғалысын сипаттайды. КдФ теңдеуінің 

басқа өзгертілген нұсқасы күрделі мКдФ теңдеуі келесі түрге ие ( )1= [1] 

 

                                                             06 =++ xxxxt qqqq  ,                                                   (1) 

 

Абловиц пен Муслимани интегралданатын мКдФ теңдеуін қамтитын жаңа  локальды емес 

сызықты емес интегралданатын  теңдеуін ұсынды[2] 

 

                                                         ( ) 0,6 =+−+ xxxxt qqtxqqq  ,                                           (2) 

 

мұндағы ),( txqq =  - x және t нақты айнымалылардың күрделі функциясы. 

Локальды емес мКдФ теңдеуі үшін Дарбу түрлендіруі 

  Бұл бөлімде біз локальды емес мКдФ теңдеуі үшін Дарбу түрлендіруін [3,4] 

қолданып,теңдеудің нақты шешімін табамыз. Локальды емес мКдФ (2) теңдеуі келесі Лакс 

жұптары  арқылы шығарылады 

 

                                                                 Mx = ,                                                                        (3) 

                                                                 Nt = , 

 

мұндағы  ( ),,txMM =  және ( ),, txNN =  матрицалары  келесі түрге ие 
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