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Введение 

В конце прошлого века, в ходе наблюдений за сверхновыми типа Ia стало известно, что 

Вселенная расширяется ускоренно [1,2]. На данный момент считается, что за расширение 

ответственна темная энергия, особенно сильное влияние которой наблюдается в относительно 

недавние этапы эволюции Вселенной [3,4]. Данная работа направлена на создание и тестирование 

модели Эйнштейна-Гаусса-Бонне, модифицированную скалярным и электромагнитным полем в 

рамках поздней Вселенной. Особенность модели заключается в использовании двух скалярных 

полей, одно из которых заключено в функцию связи [5,6]. Модель ранее не была использована 

учеными для исследования плоской Вселенной. В данной работе применяются методы 

исследования поздних этапов, основанные на космографических параметрах, параметре 

уравнения состояния, 𝑂𝑚(𝑧)-диагностике, энергетических условиях и определителях состояния.  

Действие исследуемой модели включает в себя компоненты скалярного, гравитационного и 

электромагнитного поля и имеет следующую форму 

 

𝑆 = ∫𝑑4 𝑥√−𝑔 [
1

2
𝑅 − 𝑔μν ∂μϕ∂νϕ − 𝑉(ϕ) − ξ(ϕ)𝐺 −

1

4
𝐹μν𝐹

μν],  (1) 

 

где 𝑔 — метрический тензор; 𝑅 — скаляр Риччи, 𝜙 — функция скалярного поля; 𝑉(ϕ)  — 

потенциал скалярного поля; 𝜉(ϕ) — связывающая функция; 𝐺 — инвариант Гаусса-Бонне [7]; 

𝐹μν𝐹
μν — инвариант электромагнитного поля.  

Модель исследуется в рамках плоской, однородной и изотропной Вселенной Фридмана-

Робертсона-Уокера, метрика которой 𝑑𝑠2 = −𝑑𝑡2 + 𝑎2(𝑡)(𝑑𝑥2 + 𝑑𝑦2 + 𝑑𝑧2), где 𝑎(𝑡) — 

масштабный фактор. Используется система единиц измерения 8𝜋𝐺 = 𝑀𝑝
−2 = ℏ = 𝑐 = 1.  

 

1. Уравнения движения и решения 

Действие включает в себя инвариант электромагнитного поля, который вычисляется как 

𝐹μν = ∂μ𝐴ν − ∂ν𝐴𝜈, где ∂μ, ∂ν — 
∂

∂𝑥μ
, 

∂ 

∂ 𝑥ν
 [8]. В этом случае для определения векторного 

потенциала электромагнитного поля используется аналог 𝐴μ = (0, 𝐴1, 𝐴2, 𝐴3). Используя данную 

калибровку, получаются уравнения движения. 

 

 3𝐻2 + 2�̇� = −𝑝,      (4) 

 

𝑝 =
1

6𝑎2 (𝐴1
2̇ + 𝐴2

2̇ + 𝐴3
2̇) +

1

2
ϕ2̇ − 𝑉 + 8𝐻2ξ̈ + 16𝐻ξ̇(�̇� + 𝐻2).    

 

 3𝐻2 =  ρ,       (5) 
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 ρ =
1

2𝑎2 (𝐴1
2̇ + 𝐴2

2̇ + 𝐴3
2̇) +

1

2
ϕ2̇ + 𝑉 − 24𝐻3ξ̇.     

 

 ϕ̈ + 3𝐻ϕ̇ − 𝑉ϕ − 𝐺ξϕ = 0.     (6) 

 

 𝐴�̈� + 𝐻𝐴�̇� = 0, 𝑛 =  1,2,3,    (7) 

 

где (4) и (5) — уравнения Фридмана; (6) — уравнение Клейна-Гордона; (7) — уравнения 

максвелловского типа. 

 

Реконструкция модели проводится через масштабный фактор 𝑎(𝑡) = 𝑒α𝑡𝑡β [9]. Подстановка 

параметра Хаббла в уравнения типа-Максвелла позволяет вычислить значения скалярного поля.  

 

 ϕ(𝑧) = ϕ1 − ϕ0Ei(β,W(
α

β
(

1

1+𝑧
)

1

β
)) [W(

α

β
(

1

1+𝑧
)

1

β
)

β

α
]

1−β

,  (8) 

 

где Ei — экспоненциальный интеграл; W – функция Ламберта; ϕ0 и ϕ1 — константы 

интегрирования. 

 

Подстановка полученных значений в уравнения (4-5) позволяет определить значения 

давления и плотности энергии. Графики давления и плотности энергии изображены на Рис.1. 

 

𝑝(𝑡) =
𝑒

−𝑡(4𝛼+𝜙0𝑡−𝛽Ei(β,αt))

2𝑡4(1+𝛽) [48𝑒4𝛼𝑡+𝜙1𝑡4𝛽(𝛼𝑡 + 𝛽)2((𝛼𝑡 + 𝛽)2 − 𝛽) + + 16𝑒3𝛼𝑡+𝜙1𝑡1+3𝛽(𝛼𝑡 +

𝛽)((𝛼𝑡 + 𝛽)2 − 2𝛽)𝜙0 + 16𝑒2𝛼𝑡+𝜙1𝑡2+2𝛽(𝛼𝑡 + 𝛽)2𝜙0
2 + + 𝜙0𝑡

3𝑒𝜙0𝑡1−𝛽Ei(𝛽,𝛼𝑡) (𝜙0𝑡 +

𝜙0𝑒
2𝛼𝑡𝑡1+2𝛽 − 4𝜙1𝑒

3𝛼𝑡𝑡3𝛽(𝛼𝑡 + 𝛽)) +           + 2𝜙0
2𝑒−𝛼𝑡𝑡−2𝛽(𝛼𝑡 + 𝛽)Ei(𝛽, 𝛼𝑡)], 

 

ρ(𝑡) = 24𝑒ϕ1−ϕ0𝑡1−βEi(β,α𝑡)𝑡−4(α𝑡 + β)2(β − (α𝑡 + β)2) +
ϕ0

2(3 + 𝑒2α𝑡𝑡2β)

2𝑒4α𝑡𝑡4β

−
24𝑒ϕ1−α𝑡−ϕ0𝑡1−βEi(β,α𝑡)ϕ0β

2

𝑡6+β
+

2ϕ0(α𝑡 + β) (ϕ1𝑡
β − ϕ0𝑡Ei(β, α𝑡))

𝑒α𝑡𝑡1+2β
. 

 

 
 

Рисунок 1 — Давление 𝑝(𝑧) и плотность энергии ρ(𝑧) при различных значениях β. 
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2. Поздняя Вселенная 

Далее модель исследуется при помощи параметра уравнения состояния, который 

вычисляется как соотношение давления и плотности энергии ω =  𝑝/ρ. Для ускоренно 

расширяющейся Вселенной характерен диапазон значений −1 < ω < −1/3, случай ΛCDM 

определяется как ω = −1. График параметра уравнения состояния в исследуемой модели при 

различных значениях параметра 𝛽 показаны ниже на Рис.2. 

 

 
 

Рисунок 2 — Параметр уравнения состояния ω(z) при различных значениях β.  

 

График параметра уравнения состояния указывает на соответствие модели ускоренному 

режиму расширения Вселенной. Аналогом параметра уравнения состояния является недавно 

предложенный метод – Om(z)-диагностика [10] (Рис. 3). Диагностика производится в 

соответствии с формулой  

 

Om(z) =  
(

𝐻

𝐻0
)
2
− 1

(1+z)3−1
,       (9) 

 

где 𝐻0 – параметр Хаббла при 𝑧 = 0.  

 

 
 

Рисунок 3 – Om(z)-диагностика при различных значениях параметра 𝛽. 
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При β =  0,62 модель соответствует квинтэссенции Ω𝑚 = 0,22, при β =  0,64 модель 

соответствует ΛCDM Ω𝑚 = 0,27, при β =  0,664 модель соответствует фантомной энергии Ω𝑚 =
0,32. Основываясь на значениях давления 𝑝 и плотности энергии ρ, необходимо выяснить, каким 

энергетическим условиям соответствует модель.  

 

𝑁𝐸𝐶: 𝜌 + 𝑝 ≥ 0,       

𝑊𝐸𝐶: 𝜌 + 𝑝 ≥ 0, 𝜌 ≥ 0,      (10) 

𝑆𝐸𝐶: 𝜌 + 𝑝 ≥ 0, 𝜌 + 3𝑝 ≥ 0, 
𝐷𝐸𝐶: 𝜌 ≥ 0,−𝜌 ≤ 𝑝 ≤ 𝜌. 

 

WEC соблюдается во всех моделях с вещественным масштабным фактором. Условия NEC 

и DEC должны соблюдаться для всех моделей с положительной плотностью и компонентами 

отрицательного давления. Однако SEC устанавливает ограничения на компоненты 

отрицательного давления. Следовательно, для моделей с ускоренным расширением условие SEC 

не должно выполняться. Соответствие данной конфигурации наблюдается на Рис. 4. 

 

 
 

Рисунок 4 – Энергетические условия в зависимости от красного смещения. 

 

Характер расширения позволяют исследовать космографические параметры (Рис. 5), 

заданные как  

 

𝑞(𝑧) =
𝐻′(𝑧)

𝐻(𝑧)
(1 + 𝑧) − 1, 

 

𝑗(𝑧) =
𝐻′′(𝑧)

𝐻(𝑧)
(1 + 𝑧)2 + 𝑞(𝑧)2, 

 

𝑠(𝑧) = − [
𝐻′′′(𝑧)

𝐻(𝑧)
(1 + 𝑧)3 − 3𝑞3(𝑧) − 3𝑞2(𝑧) + 4𝑞(𝑧)𝑗(𝑧) + 3𝑗(𝑧)],  (11) 

 

𝑙(𝑧) =
𝐻′′′′(𝑧)

𝐻(𝑧)
(1 + 𝑧)4 + 12𝑞2(𝑧) + 24𝑞3(𝑧) + 15𝑞4(𝑧) − 32𝑞(𝑧)𝑗(𝑧) − 

− 25𝑞2(𝑧)𝑗(𝑧) − 7𝑞(𝑧)𝑠(𝑧) − 12𝑞(𝑧)𝑠(𝑧) + 4𝑗2(𝑧) − 8𝑠(𝑧), 
  

где 𝑞 - параметр замедления, 𝑗 - параметр рывка, 𝑠 - параметр щелчка, 𝑙 - параметр «lerk». 
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Рисунок 5 – Космографические параметры в зависимости от красного смещения. 

 

Рис. 5 показывает, что параметр замедления переходит из положительной области значений 

в отрицательную на красном смещении 𝑧 = 0.66, что говорит о наличии перехода от 

замедленного расширения к ускоренному в данной точке. Более точное определение перехода 

можно определить при помощи определителей состояния, заданных формулами 

 

𝑟 =
𝑎

𝑎𝐻3 ,      𝑠 =
𝑟−1

3(𝑞−0.5)
.      (12) 

 

При 𝑟 = 1 и 𝑠 = 0 модель соответствует ΛCDM. Соответствие модели стандартной темной 

материи SCDM происходит при значениях 𝑟 = 1 и 𝑠 = 1. Данный вид диагностики может 

показать, в каких областях значений наблюдается ускоренное или замедленное расширение. 

Графики определителей состояния в различных конфигурациях представлены на Рис. 6-7. 

 

    
 

Рисунок 6 — Определители состояния 𝑟 и 𝑞        Рисунок 7 — Определители состояния 𝑠 и 𝑞 

 

Заключение 

В ходе исследования созданной космологической модели выведены и получены решения 

уравнений движения, которые в дальнейшем использовались для исследования поздних этапов 

эволюции Вселенной, характеризующихся доминацией темной энергии. В ходе проведения 

расчетов вычислен параметр уравнения состояния и его аналог Om(z)-диагностика, которые 

подтвердили соответствие модели ускоренно расширяющейся Вселенной. Далее проверено 

соответствие энергетическим условиям. В ходе проверки обнаружилось нарушение сильного 

энергетического условия. Нарушение данного условия говорит о соответствии модели 
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ускоренному расширению. Для углубленного анализа характера расширения использовались 

космографические параметры. Выяснилось, что параметр замедления принимает не только 

отрицательные, но и положительные значения, что говорит о наличии перехода от замедленного 

расширения к ускоренному. Более подробно особенности перехода исследованы при помощи 

определителей состояния. В результате проведенного исследования подтверждена 

жизнеспособность модели и возможность ее приложения к исследованию поздних этапов 

эволюции Вселенной.  
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 Космология бұл жалпы Ғаламды, оның пайда болуын, құрылымын және дамуын зерттеуге 

арналған ғылым. Космологияны зерттеу физика мен астрономияның ең қызықты және өзекті 

салаларының бірі болып табылады. Қазіргі космология зерттеушілердің үлкен қызығушылығын 

тудыратын бірқатар өзекті мәселелердің алдында тұр: 

-Ғаламның кеңеюі: бақылаулар біздің Ғаламның кеңеюін көрсетеді. Алайда,бұл қалай 

және неге болатыны жұмбақ күйінде қалып отыр. 
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