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Аспекты применения алгебраической теории чисел в финансовой математике

Аннотация: Рассматривается задача применения специальных математических
методов в финансовом инжиниринге, то есть в комбинировании финансовых инструментов
с различными параметрами риска и доходности. В особенности, когда речь идет об
управлении крупными финансовыми ресурсами, где часто встречаются высокие уровни
рисков, предупреждение и нейтрализация которых нередко сопровождается разработкой
уникальных приемов и методов.
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Основным моментом в финансовом инжиниринге является то, что при

определенных обстоятельствах цена производной ценной бумаги – дериватива, то есть
договора (контракт), по которому стороны получают право или обязуются выполнить
некоторые действия в отношении базового актива, может быть представлена в виде
ожидания – в более общем плане в виде интеграла (см. [1, стр. 282 ])

E (f) =

∫
[0,1]s

f (x) dx. (1)

Вычисления стоимости производной ценной бумаги, таким образом, сводится к
вычислению интеграла. Во многих случаях размерность вычисляемого интеграла s
является очень большой или даже бесконечной, она обычно будет по крайней мере столь же
большой как число временных шагов в моделировании. Это именно тот случай, в котором
является метод квази-Монте Карло эффективным. Поскольку, обычно, в (1) не известна
предварительная информация о гладкости подынтегральной функции, то здесь главным
рабочим инструментом является метод квази-Монте Карло

E (f) =

∫
[0,1]s

f (x) dx ≈ 1

p

p∑
k=1

f (ξk) , (2)

где ξ1, ..., ξp конечная последовательность из [0, 1]s , выбранная случайным образом.
Список литературы по финансовой математике в [1] (см. также [2-9] и библ. к

ним) показывает современное состояние темы исследований, как активного развития
эффективного соединения математических методов квази-Монте Карло и теории финансов.

Таким образом, задача вычисления стоимости производной ценной бумаги сводится к
задаче вычисления кратного интеграла (1), что в свою очередь использует метод квази-
Монте Карло (2). В методе квази-Монте Карло основным техническим инструментарием
в финансовой математике выступает теория малых дискрепансов (см. [1, стр. 283]):
«Идея метода малых дискрепансов состоит в построении узлов ξ1, ..., ξp таким образом,
чтобы ошибка в (2) была минимальной для большого класса функций», где дискрепансом
конечного множества точек из [0, 1]s называют число
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Ds (ξ1, ..., ξp) = sup


∣∣∣∣∣∣1p

p∑
k=1

χI(ξk)−
s∏
j=1

(dj − bj)

∣∣∣∣∣∣ : I = [b1, d1]× · · · × [bs, ds] ⊂ [0, 1]s

 ,

где χI(t) - характеристическая функция множества I , равная 1 или 0 смотря по тому
t ∈ I или t /∈ I .

Об обширном применения дискрепанса пишут многие специалисты (см. напр., в [10])
"Последний представляет собой теоретико-числовое понятие и соответствует ошибкам
в наихудшей ситуации в так называемых квази-Монте Карло методах аппроксимации
интегралов по d-мерному единичному кубу (см.,напр., [2], [3], [5], [6], [17], [21], [38],
[42]). Эта связь собирает вместе исследователей сложности, вычислительной теории
чисел, КМК, компьютерной теории и служит причиной многих новых достижений и
результатов".

Задача построения сеток ξ1, ..., ξp с малым дискрепансом (т.е. равномерно
распределенных сеток) является актуальной и относится к разряду сложнейших, чему
посвящена обширная литература (см. [11-20], где результаты [15-20] основаны на
алгебраический теории чисел).

На примере построения равномерно распределенных сеток (что, по сути, и составляет
метод квази-Монте Карло) прокомментируем современное состояние технических средств
в Международной финансовой математике.

В финансах сетка ξ1, ..., ξp понимается как конечное множество точек, в которых
сосредоточена финансовая и вспомогательная информация.

В целях исключения элемента случайности в построении равномерно распределенных
сеток, присущей методу Монте Карло, было проведено большое количество исследований
и построены различные теоретико-числовые и иные сетки.

Самыми популярными равномерно распределенными последовательностями являются
последовательности ван дер Корпута (van der Corput, 1935), Холтона (Halton, 1960),
Коробова Н.М. (1963), Соболя (Sobol’, 1967, 1976), Фора (Faure 1982), Нидеррейтера
(Niederreiter, 1988), Хэммерсли (Hammersley 1964), Бойля (Boyle) (см., напр., [11-20]).

Ряд равномерно распределенных последовательностей является s-мерным обобщением
последовательности Ван дер Корпута γn (b) (n = 1, 2, . . . ) получаемых обращением
порядкового номера числа последовательности: функция обращения по базису b
представляется в виде

vn (b) =

mn∑
k=0

ak (n)

bk+1
, n =

mn∑
k=0

ak (n) bk, ak (n) = 0, 1, . . . , b− 1.

Последовательностью Холтона называется последовательность векторов, определяемая
равенством

γb (n) = (vb1 (n) , . . . , vbs (n)) (n = 1, 2, . . . ) ,

где b1, . . . , bs – первые s простые числа.
Набор точек (сетка) Хэммерсли есть последовательность точек вида

h(b) (n) =
( n
N
, vb1 (n) , . . . , vbs−1 (n)

)
, n = 1, 2, . . . N,

Для построения s -мерной последовательности Фауре (n = 1, 2, . . . ) также используется
последовательность Ван дер Корпута с одним базисом, s − 1 координат которых
получаются преобразованием первой:

ϕ(b) (n) =
(
vb (n) , T (vb (n)) . . . , T s−1(vb (n))

)
,

где

T (vb (n)) =

mn∑
k=0

dk
bk+1

, dk =

mn∑
i=k

Cki ai(n).
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s -мерная последовательность Нидеррейтера (n = 1, 2, . . . ) определяется формулой

η(b) (n) =

(
mn∑
k=0

z
(1)
k

bk+1
, . . . ,

mn∑
k=0

z
(s)
k

bk+1

)
, zjk =

mn∑
i=0

c
(j)
k,iai(n),

где (cjk,i) - образующая матрица j -й координаты, алгоритм вычисления которой введен
в [21].

Последовательность Соболя определяется как

s (n) =

(⊕ mn∑
k=0

ak (n)V
(1)
k , . . . ,

⊕ mn∑
k=0

ak (n)V
(s)
k

)
, n =

mn∑
k=0

ak (n) 2k, ak (n) = 0, 1,

где V
(j)
k - направляющие числа (выраженные в виде двоичной дроби), полученные

из s различных примитивных полиномов, а знак
⊕∑

означает побитовую операцию
XOR.

Сетки Коробова

ξk (a) ≡ ξk (a1, ..., as) =
({a1

N
k
}
, ...,

{as
N
k
})

(k = 1, ..., N) (3)

привлекательны в теоретическом и в вычислительном смысле (в то время как,
вышеуказанные последовательности сеток требует выполнения большого количества
операций для вычисления каждого узла) в том плане, что несмотря на обильное
цитирование результатов (см., напр., [22-23] и имеющуюся в них библиографию) нигде
не акцентируется, что сетка (3) есть такое сжатие информации, когда по s + 1 целым
числам выписывается сетка любого объема N . Именно, теоретический и практический
интерес к построению сеток вида (3) объясняется, в частности, следующим. В общем
случае, для записи сетки объема N требуется sN действительных чисел. Достоинством
сеток вида (3) является тот факт, что она полностью определяется, независимо от объема
N , заданием s + 1 целых чисел (N, a1(N), ..., as(N)) ∈ Zs+1 (и легко выписывается
за� N элементарных арифметических операций), причем каждая координата каждого
узла сетки есть обыкновенная дробь с малым, в данных условиях, знаменателем N .

Так, например, при размерности s = 10 и количестве узлов сетки N = 106 объем записи
и хранения сетки в памяти ЭВМ составляет sN = 107 чисел, в то время как в случае сетки
вида (3) запись и хранение обеспечивается s+1 = 11 целыми числами (причем, независимо
от числа узлов N ).Тем самым, в случае равномерно распределенных сеток Коробова (3)
речь идет о сверхсжатии информации объема sN до s + 1 и, по тем же причинам, в
сверхэкономном хранении в памяти ЭВМ.

Равномерное заполнение единичного квадрата геометрический показывают следующие
картинки (по программам Институте теоретической математики и научных вычислений
ЕНУ имени Л.Н. Гумилева (ИТМиНВ) вычислены сетки Коробова и по известным
программам все остальные следующие сетки):
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Большинство имеющиеся результатов по квази-Монте Карло методам имеют
теоретический характер и не имеют оптимальных алгоритмов построения данных сеток или
практически реализуемы только для малой размерности пространства и количества узлов
сетки. В этом ключе в [24] разработан эффективный (в том числе N узлов сетки находятся
за предельно возможные � N ln lnN элементарных арифметических операций) алгоритм
построения равномерно распределенных сеток на s -мерном единичном кубе [0, 1]s , что в
принципе дает решение задачи нахождения оптимальных коэффициентов. Однако, при
реализации алгоритма возникает задача вычисления норм целых алгебраических чисел,
что есть многочлен степени большей или равной число переменных.

При возрастании размерности s степень многочлена вместо с количеством его
слагаемых сильно возрастает. Поэтому, для нахождения простых N и соответствующих
им оптимальных коэффициентов a1 (N) , ..., as (N) , используется метод перебора,
предложенный в [17].
Алгоритм построения сетки Коробова: Пусть дано целое s(s = 2, 3, . . .),

положительное r ≥ 2 и R ≥ 3 .
Шаг 1. Определяется простое l = min{t ∈ P : t ≥ s + 1} .
Шаг 2. Выписываются в порядке возрастания простые числа pn,

pn ≡ 1 (mod l) , pn ≤ T (T = c(s)RlnsR).

Шаг 3. Для каждого pn находится наименьшее целое положительное число a =

a(s, pn) такое, что (a, p) = 1 , a
pn−1
l 6≡ 1(mod pn) .

Шаг 4. По найденному числу a = a(s, pn) находятся целые положительные числа
aj : 0 ≤ aj < pn, a

pn−1
l

(j−1) ≡ aj (mod pn) (j = 2, . . . , s) .
Шаг 5. Затем вычисляются величины (p = pn)

4 (s, r, p, a) ≤ βp10−τ (1 ≤ βp < 10, τ = 1, 2, . . .).

Шаг 6. Величины βp10−τ разбиваются на группы с одинаковым показателем
τ(τ = 1, 2, . . .) . Для каждого τ из данной группы берутся значения оптимальных
коэффициентов соответствующих четырем (в некоторых случаях больше) наименьшим
числом узлов p (если таковы существуют).

Возникает задача сравнительного вычисления приведенного выше алгоритма построение
сетки Коробова с известными, в качестве примера возьмем коллатизированную ипотечную
облигацию.

Пашков и Трауб [25] изучали коллатизированную ипотечную облигацию из m траншев.
Основной пул составляет оплата в течение n лет и поток денег поступает каждый месяц,
т.е. имеется s = m · n денежных потоков. По факту правила достаточно сложные и они
характеризуют финансовый проект.

Оценим сумму денежных потоков в каждом транше. Пусть C - сумма ежемесячных
выплат базового пула ij (j = 1, ..., s) есть процентная ставка соответствующая j -ому
месяцу, wj процент предварительного платежа в j -ом месяце, а as−j+1 есть остаточный
аннуитет после j -го месяца.
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Остаточный аннуитет определяется aj = 1 + ν0 + ... + νj−1
0 . Ставка дисконтирования

ν0 = 1
1+i0

и i0 месячная ставка. Здесь C и aj – постоянные, а ij и wj – стохастические
переменные, определяемые как

ij = K0e
ξj ij−1 = Kj

0i0e
ξ1+...+ξk ,

где {ξj}sj=1 - нормально распределенные случайные величины с математическим
ожиданием 0 и с дисперсией σ2 = 0, 0004 , K0 - заданная постоянная. Модель
предварительной оплаты wj вычисляется по формуле

wj = wj (ξ1, ..., ξj) = K1 +K2arctg(K3ij +K4) = K1 +K2arctg
(
K3K

j
0i0e

ξ1+...+ξj +K4

)
,

где K1,K2,K3 и K4 заданные постоянные. Ежемесячный денежный поток j , j =
1, 2, ..., N составляют

Mj = Mj (ξ1, ..., ξj) = C

j−1∏
l=1

(1− wl (ξ1, ..., ξl)) (1− wl (ξ1, ..., ξl) + wl (ξ1, ..., ξl) as−l+1) .

Денежный поток распределяется по траншам, соответствеующим законам
коллатизированной ипотечной облигации. Пусть Gj;T (ξ1, ..., ξj) -часть денежного потока
Mj по траншу T в j -ом месяце. Форма этой функции сложная, для нас достаточно
того, что она непрерывна. Чтобы посчитать денежный поток T транша j -ом месяце надо
умножить на дисконтный коэффицент

uj (ξ1, ..., ξk−1) = v0v1 (ξ1) ...vj−1 (ξ1, ..., ξj−1) .

Для всех T траншев в j -ом месяце текущаяя стоимость PVT равна

PVT (ξ1, ..., ξs) =
s∑
j=1

Gj;T (ξ1, ..., ξj) uj (ξ1, ..., ξj) .

Тогда, математическое ожидание E [PVT ] вычисляется по формуле

E [PVT ] =

∫
[0,1]s

PVT (y1 (x1) , ..., ys (xs)) dx1, ..., dxs,

где yj = yj (xj) находится из условия xi = 1√
2πσ

yi∫
−∞

e− t
2 /2σ2

dt.

Таким образом, задача сводиться к вычислению кратного интеграла в s -мерном кубе.
После генерации равномерно распределенных на [0, 1]s точек {(x(k)

1 , ..., x
(k)
s )}Nk=1 , для

каждого x
(k)
j , j = 1, 2, ..., s, k = 1, ..., N посредством обратной куммулятивной функции

вычисляются значения {(y(k)
1 , ..., y

(k)
s )}Nk=1 .

Приведем результаты численного интегрирования интеграла E [PVT ] методом квази -
Монте Карло. Все расчеты проводились в программной среде Matlab. Рассматривается
коллатизированная ипотечная облигация на общую сумму 400 млн у.е. разделенных на
четыре транша, обозначаемые через А, Б, В, Г, с суммами 194500000, 36000000, 96500000,
73000000 соответственно.

Пусть базовый пул ипотеки имеет десятилетний срок погашения, выплачиваемого
ежемесячно. Таким образом получается, что всего 10·12 = 120 денежных потоков, которые
распределяются между траншами по правилу, согласно которому все предварительные
выплаты сначала идут на погашение основного долга транша А, после его погашения — на
погашение транша В и так далее.

Сначала приведем все расчеты при количестве узлов N ≈ 10000 · k, k = 1, 2; ; . . . , 20 .
Для наглядности результаты реализации представлены на графике (Рис. 1).
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Рисунок 1 – Значения вычислительных агрегатов для E(PVT )

(i0 = 0.08125,K0 = 1, K1 = −4.09106, K3 = 5, K3 = 10, K3 = 1, N ≈ 10000 · k, k =
1, 2, . . . , 20).

На Рисунке 1 показаны результаты вычислений приведенных стоимостей четырех
траншев применением случайной 120-мерной последовательности с нормальным
распределением (в среде Matlab функция normrnd). Здесь сетки Коробова подсчитаны
по алгоритму 1-6, а сетки Соболя, Холтона, Хэммерсли, Фора по приведенным выше
формулам и составленным нами программам.

Как видно из Рисунка 1, при 9907 < N ≤ 101347 алгоритмы с сетками Коробова,
Холтона, Хэммерсли группируются лучше к числам соответствующим значениям
193699678.3, 29998489.14, 79355687.16, 58494364.1 нежели c сетками Фора, Соболя и
случайными числами.

На Рисунке 2 указано потраченное время на выполнение алгоритмов, с указанными выше
сетками.

Рисунок 2 – Затраченное время на реализацию вычислительных агрегатов для интеграла
E(PVT )

Время подсчета во всех случаях сравнительно одинаково, за исключением сетки Фора.
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Далее приведем результаты вычисление значения E(PV) для N = 10k (k = 3, 4, 5, 6)

Рисунок 3 – Значения вычислительных агрегатов для E(PVT )

(N = 10k, k = 3, 4, 5, 6).

Рисунок 4 – Затраченное время на реализацию вычислительных агрегатов для интеграла
E(PVT )

По итогам вычисления видим, что математический инструмент хорошо применяется в
финансовых проблемах. На примере показано, что через n – мерный интеграл можно
оценить сумму денежных потоков в каждом транше. В свою очередь, значение n – мерного
интеграла определяется по методу квази-Монте Карло, который требует построение
равномерно распределенной сетки с малыми дискрепансами.

Приведенные результаты вычислительных экспериментов показывают только
взаимоотношения между значениями используемых в финансах математических
инструментов, но без оценок возникающих при этом погрешностей.

Исследование точности квадратурных формул это отдельный тема исследований (см.
напр., [11-13])
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Алгебралық сандар теориясының қаржылық математикада қолдану аспектiлерi

Аннотация. Қаржы инжинирингiнде, яғни әртүрлi тәуекел мен кiрiстiлiк параметрлерлi қаржы құралдарың
құрамдастыруда арнайы математикалық әдiстердiқолдану мәселелерi қарастырылады. Әсiресе жоғары деңгейлi
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тәуекелдер жиi кездесетiн үлкен қаржылық ресурстарды басқарғанда, олардың алдын алу және бейтараптандыру
барысында бiрегей әдiстер мен тәсiлдердi құру қатар жүредi.

Түйiн сөздер: қаржылық инженерия, бiрқалыпты үлестiрiлген торлар, квази-Монте-Карло әдiсi, дискрепанс.
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Application aspects of algebraic number theory in financial mathematics

Abstract. The problem of applying special mathematical methods in financial engineering that is, in combining
financial instruments with various risk and profitability parameters, is considered. Especially when it comes to managing
large financial resources, where high levels of risks are often encountered, the prevention and neutralization of which is
often accompanied by the development of unique techniques and methods.
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