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СЕКЦИЯ 4 
МАТЕМАТИКА, МЕХАНИКА И МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 

 
4.1 Математика 
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Сақиналар теориясында идеалдардың алаын орны ерекше. Идеалға қатысты 
алгоритмдік есептерді шешу барысында идеалдардың жасаушыларын табу үшін сақинаның 
табиғатына сай түрлі есептеу әдістері бар [1]. Мен өз жұмысымда көпайнымалыдан тәуелді 
көпмүшелілер сақинасындағы мономиалды идеалдарға тоқталамын. 

Анықтама. 
Егер [ ]nxxxkI ,...,, 21⊂  идеалы     [ ]∑

∈

∈
A

nxxxkhxh
α

α
α

α ,...,,, 21  барлық ақырлы 

қосындысынан тұратын nZA 0≥⊂  (ақырсыз болуы мүмкін) жиыншасы табылса, 
[ ]nxxxkI ,...,, 21⊂  мономиалды идеал деп аталады. 
Мысалы: 

[ ].,,, 524324 yxkyxyxyxI ⊂〉〈=  
Лемма 1. 

〉∈〈= AxI αα :  болсын.  
βx мономы қандай да бір Ax ∈αα , мономына бөлінеді, сонда тек сонда ғана βx  

мономы  
І-да жатқанда. 
Лемма 2. 
І – қандай да бір мономиалды идеал, ал  [ ]nxxxkf ,...,, 21∈  болсын. Онда келесі шарттар 

эквивалентті: 
(І)    ;If ∈  
(II)  f  полиномының әрбір мүшесі I-де жатады; 
(III) f  I-де жататын мономдардардың k-сызықты комбинациясы болады. 
Салдар 1. 
Екі мономиалды идеалдың құрамындағы мономдар жиыны сәйкес келгенде, сонда тек 

сонда ғана бұл мономиалды идеалдар сәйкес келеді. 
Теорема (Диксон леммасы). 
Кез келген [ ]nxxxkAxI ,...,,: 21⊂〉∈〈= αα  мономиалды идеалын мына түрде жазуға 

(көрсетуге) болады: ( ) ( ) 〉〈= sxxI αα ,...,1 , мұндағы ( ) ( ) As ∈αα ,...,1 Дербес жағдайда, І –дің 
ақырлы базисы болады. 

Дәлелдеуі. Индукция n – айнымалылар саны бойынша жүргізіледі. Егер n = 1 болса, І 
α
1x  мономдарынан жасалған, мұндағы .0≥⊂∈ ZAα         

β  A-дағы ең кіші элемент болсын. Онда барлық A∈α үшін  αβ ≤  
орындалады.Осылайша, β

1x   −α
1x ның барлық құраушыларын бөледі, яғни, .1 〉〈= βxI   

Айталық,  n >0 болсын  және  
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n – 1 үшін теорема орындалады деп болжайық. Айнымалыларды yxx n ,,..., 11 − арқылы 
белгілейік және [ ]yxxk n ,,..., 11 − көпмүшелігіндегі мономдарды myxα түрінде жазайық, 
мұндағы ., 0

1
0 ≥
−

≥ ∈∈ ZmZ nα  
⊂I [ ]yxxk n ,,..., 11 −  - мономиалды идеал болсын. αx мономдарынан жасалған қандай да 

бір 0≥m  үшін Iyx m ∈α болатын ⊂J [ ]11 ,..., −nxxk идеалын қарастырайық. J  [ ]11 ,..., −nxxk  
көпмүшелігіндегі мономиалды идеал болғандықтан, индукцияның болжамы бойынша 

( ) ( ) 〉〈= sxxJ αα ,...,1 ақырлы жасалған. J идеалын 
І идеалының [ ]11 ,..., −nxxk  көпмүшелігіндегі «проекциясы» ретінде қарастыруға болады. 
J идеалының анықтамасы бойынша ( )si ≤≤1  әрбір і үшін ( ) Iyx im ∈1α   болатындай 
0≥im   табылады. Айталық, m - −im лардың ішіндегі ең үлкені болсын. Әрбір ( )10 −≤≤ ml  
l үшін Iyx l ∈β болатын βx  мономдарынан жасалған ⊂lJ [ ]11 ,..., −nxxk  идеалын 

қарастырайық. Басқаша айтқанда, lJ – І идеалының «қимасы» деп айтуға болады. Индукция 
болжамы бойынша ( ) ( ) 〉〈= s

l xxJ αα ,...,1 ақырлы жасалған. Яғни, І идеалы келесі тізімде 
көрсетілген мономдармен жасалған: 

J: ( ) ( ) ,,...,1 msm yxyx αα                 
( ) ( ) ,,...,: 000 1

0
sxxJ αα                            

( ) ( ) ,,...,: 1
1

1 yxyxJ ii sαα                                         
   …………………… 
 ( ) ( ) .,...,: 111

1
111 −−

−
−−− msm

m yxyxJ mmm αα                                           
Алдымен I-дегі әрбір моном тізімдегі кем дегенде бір мономға бөлінетінін дәлелдейік. 

Айталық, Iyx p ∈α болсын. Егер mp ≥ болса, J-дың анықтамасы бойынша pyxα   қандай да 
бір ( ) mi yxα  мономына бөлінеді.  Бір жағынан, егер 1−≤ mp болса, онда pJ  идеалының 

анықтамасы бойынша pyxα  қандай да бір ( ) pj yx pα  мономына бөлінеді. 
Лемма 1 бойынша, тізімдегі мономдар I-де жататын мономдардан тұратын идеал 

жасайды  Онда «екі мономиалды идеалдар сәйкес келеді сонда тек сонда ғана егер оларда 
жататын мономдар жиыны сәйкес келсе» деген салдар бойынша бұл идеалдар сәйкес келеді. 
Демек, тұжырымымыз дәлелденді.  

Теореманың дәлелдемесін аяқтау үшін, бізге құраушылардың шекті жиынын І идеалын 
құрайтын берілген жиыннан алуға болатынын дәлелдеу керек. Айнымалыларды 𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛  
деп белгілейік. Онда [ ]nxxxkAxI ,...,,: 21⊂〉∈〈= αα  болады. Бізге I Ax ∈αα ,  мономымен 
ақырлы жасалған екенін дәлелдеу керек. Жоғарыда ( ) ( ) ( ) IxxxI ss ∈〉〈= βββ ,,...,1  екенін 
дәлелдедік. Бізде ( ) 〉∈〈=∈ AxIx s ααβ :  болғандықтан, лемма 1 бойынша, әрбір ( )ix β  
мономы қандай да бір ( ) ( ) Aix i ∈αα ,  мономына бөлінеді. Демек, : ( ) ( ) 〉〈= sxxI αα ,...,1  болады. 

                                                                                 Теорема дәлелденді. 
Салдар 2. 

nZ 0≥−> - дегі қандай да бір қатынас болсын және ол келесі шарттарды 
қанағаттандырсын: 

(І)   nZ 0≥−>  - дегі сызықты реттеу; 
(II)  егер βα >  және 0≥∈ Zγ  болса, онда γβγα +>+ . 
Онда барлық nZ 0≥∈α  үшін 0≥α  болғанда, сонда тек сонда ғана > қатынасы 

толық(вполне) реттеу болады. 
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Мысалы, [ ]yxkxyyxxI ,,, 7326 ⊂〉〈=  болсын. 
a) (m,n) жазықтығында nm yx  мономдары I элементтерінің ішінде кездесетіндей 

етіп (m,n) нүктелерін бейнелеңіз. 
[ ]yxkxyyxxI ,,, 7326 ⊂〉〈= , [ ]xkxJ ⊂〉〈∈    (сурет 1) 

Ixy ∈7 болғандықтан т = 7. Енді  lJ  «қималарын» жазайық, .60 ≤≤ l  

 
Сурет 1  

 
〉〈= 6

0 xJ , 〉〈= 6
1 xJ , 〉〈= 6

2 xJ , ,2
3 〉〈= xJ ,2

4 〉〈= xJ ,2
5 〉〈= xJ .2

6 〉〈= xJ  
.,,,,,,, 7625242322666 〉〈= xyyxyxyxyxyxyxxI  

b) [ ]yxkf ,∈  полиномын бөлу алгоритмі бойынша І идеалының құраушыларына 
бөлгенде, қалдықта қандай мономдар қалуы мүмкін? 

𝑥𝑥7𝑦𝑦6 + 𝑥𝑥3𝑦𝑦2   𝑥𝑥6                                      
𝑥𝑥7𝑦𝑦6                 𝑥𝑥𝑦𝑦6  
              𝑥𝑥3𝑦𝑦2 
Қорытынды. 
Кез келген идеалдың жасаушыларын анықтаудың Гребнер әдісі [3] бар. Осы әдісте 

мономиалды идеалдар негізгі роль атқарады.  
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