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ӘОЖ  372.851 

МАТЕМАТИКАЛЫҚ ОЛИМПИАДАЛЫҚ ЕСЕПТЕРДЕ КЕЗДЕСЕТІН 
ГЕОМЕТРИЯЛЫҚ ҰҒЫМДАР 

 
Әрін 

Aren2112@mail.ru 
Механика-математика факультетінің магистранты 

Л.Н. Гумилев атындағы Еуразия ұлттық университеті, Астана 
Ғылыми жетекші Баймадиева Г.А. 

 
Геометриялық есептер математика пәні бойынша олимпиадасының құрамдас бір бөлігі 

болып табылады. Олимпиадалық есептерде негізгі ұғымдар мен теоремалар көп кездеседі. 
Геометрия (гр. geometrіa, ge — Жер және metrio — өлшеймін) — математиканың 

кеңістіктік пішіндер (формалар) мен қатынастарды, сондай-ақ, оларға ұқсас басқа да 
пішіндер мен қатынастарды зерттейтін сала. Фигуралар кеңістіктік пішіндер болып 
есептеледі. Геометрия тұрғысынан сызық — “сым” емес, шар — “домалақ дене” емес, 
олардың барлығы да — кеңістіктік пішіндер. Ал кеңістіктік қатынастар — фигуралардың 
өлшемі  мен орналасуын анықтайды. Мысалы, центрлері ортақ, радиустары 3 см және 5 см 
шеңберлер қиылыспайды, “біріншісі екіншісінің ішінде жатады” дегенде — шеңберлердің 
өлшемі мен орналасуы жөнінде айтылып тұр. Мұнда бірінші шеңбер — кішісі, екіншісі — 
үлкені, біріншісі екіншісінің ішінде орналасқан. Осыған орай кеңістіктік қатынастар “үлкен”, 
“кіші”, “ішінде”, “сыртында” сөздері арқылы анықталған. “Тең”, “параллель”, тағыда басқа 
сөздер де кеңістіктік қатынастарды сипаттайды. 

1. Негізгі мазмұны 
Олимпиадалық есептердің құрлымына қарап оларды жалпылама екі топқа бөлеміз. 
І. Планиметрияның негізгі ұғымдары. Бұл ұғымдарға дәлелдеу, есептеу, заңдылықтар, 

кескіндеу т.б. сұрақтар көптеп кездеседі. 
ІІ. Біріктірілген есептер.  Геометриялық олимпиадалық есептерде геометриялық 

ұғымдар мен теремаларды қолданудан сырт алгебраның және комбинаториканың 
элементерін қоса қолдану арқылы да шығарылатын есептер кездеседі. 

2. Негізгі теоремалар 
2.1 Негізгі түрлендірулер 
Осьтік симетрия. Жазықтықтағы әрбір нүктені l  осіне қатысты симетриялы нүктеге 

түрлендіруді осьтік симметрия деп атаймыз. 
Егер 𝐹𝐹 фигураның әрбір нүктесін  l осіне қатысты симметриялы нүктеге көшірсек, онда 

𝐹𝐹1 фигурасын аламыз. 𝐹𝐹  және 𝐹𝐹1 фигураларын l осіне қатысты симметриялы фигуралар деп 
атайды. 

Бұру түрлендіруі. Геометриялық фигура 𝐹𝐹-ті бекітілген 𝑂𝑂нүктесі арқылы α 
бұрышынан бұрғанда 𝐹𝐹1 фигурасын аламыз, мұндағы α бұру бұрышы, 𝑂𝑂 бұру центірі. 

Параллел көшіру. Жазықтықта декарттық координаталар жүйесін сызып, әрбір 
𝐴𝐴(𝑥𝑥;𝑦𝑦)   нүктесіне 𝐴𝐴1(x + a; y + b)сәйкес қояйық. Мұндағы 𝑎𝑎 және 𝑏𝑏 – белгілі, тұрақты 
сандар. жазықтықтағы мұндай түрлендіруді параллель көшіру деп атайды.  

 
2.2 Теоремалар 
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Птолемей теоремасы. Шеңберге іштей сызылған төртбұрыштың диагоналдарының 
көбейтіндісі оның қарама – қарсы қабырғаларының көбейтінділерінің қосындысына тең. 
Яғни, 

АВ ∙ СД + ВС ∙ АД=АС ∙ ВД 
теңдігі орындалады. . Шеңберге іштей сызылған төртбұрыш үшін Птолемей теңсіздігі  

АВ ∙  СД +  ВС ∙  АД ≥ АС ∙  ВД        
орындалады. 
Менелай теоремасы.  𝐴𝐴𝐵𝐵𝐶𝐶 1Tүшбұрышы берілсін. 𝐴𝐴𝐵𝐵1Tжәне 𝐵𝐵𝐶𝐶1T- ның бойынан және 𝐴𝐴𝐶𝐶1T 

қабырғасының созындысынан сәйкесінше  𝐶𝐶1,𝐴𝐴1,𝐵𝐵1 1TR  нүктелерін белгілейік.  𝐴𝐴1,𝐵𝐵1,𝐶𝐶1 1T 
нүктелері бір түзудің бойында жату үшін 

𝐴𝐴𝐵𝐵1
𝐵𝐵1𝐶𝐶

∙ 𝐶𝐶𝐴𝐴1
𝐴𝐴1𝐵𝐵

∙ 𝐵𝐵𝐶𝐶1
𝐶𝐶1𝐴𝐴

= 11T. 
теңдігі орындалуы қажетті және жеткілікті. 
Кері теоремасы да орындалады.  Кері тереманы қолданып, үш нүктенің бір түзу 

бойында жататынын дәлелдеуге болады. 
 
Чевы теоремасы. 𝐴𝐴𝐵𝐵𝐶𝐶 үшбұрышы берілсін 𝐴𝐴𝐵𝐵 , 𝐵𝐵𝐶𝐶 және 

𝐴𝐴𝐶𝐶 қабырғаларының бойынан сәйкесінше 𝐶𝐶1,𝐴𝐴1,𝐵𝐵1 R  нүктелерін 
алсақ,  𝐴𝐴𝐴𝐴1,𝐵𝐵𝐵𝐵1,𝐶𝐶𝐶𝐶1 кесінділері бір нүктеде қиылысу үшін  

𝐴𝐴𝐵𝐵1

𝐵𝐵1𝐶𝐶
∙
𝐶𝐶𝐴𝐴1

𝐴𝐴1𝐵𝐵
∙
𝐵𝐵𝐶𝐶1

𝐶𝐶1𝐴𝐴
= 1 

 теңдігі орындалуы қажетті және жеткілікті. 
Стюарт теоремасы. 𝐴𝐴𝐵𝐵𝐶𝐶 үшбұрышының 𝐵𝐵𝐶𝐶 қабырғасының 

бойында 𝐷𝐷 нүктесі жатса, онда 

𝐴𝐴𝐷𝐷2 = 𝐴𝐴𝐶𝐶2 ∙
𝐵𝐵𝐷𝐷
𝐵𝐵𝐶𝐶

+ 𝐴𝐴𝐵𝐵2 ∙
𝐶𝐶𝐷𝐷
𝐵𝐵𝐶𝐶

− 𝐵𝐵𝐷𝐷 ∙ 𝐶𝐶𝐷𝐷 
теңдігі орындалады. 
 
3. Есептерде қолданылуы.  
Мысал 1.  𝐴𝐴𝐵𝐵𝐶𝐶 үшбұрышының 𝐴𝐴 және 𝐶𝐶 төбелерінен өтетін 𝑂𝑂 шеңбері 𝐴𝐴𝐵𝐵 және 𝐵𝐵𝐶𝐶 

қабырғаларын сәйкесінше 𝐾𝐾 және 𝑢𝑢 нүктелерінде қиып өтеді.  ∆𝐴𝐴𝐵𝐵𝐶𝐶 мен ∆𝐵𝐵𝐾𝐾𝑢𝑢 
үшбұрыштарына сырттай сызылған шеңбер 𝐵𝐵 және 𝑀𝑀 нүктелерінде қиылысады. ∠𝐵𝐵𝑀𝑀𝑂𝑂 =
90° тең екенін дәлелдеңіз.  (26 кезекті IMO, 1987ж) 

Анализ.  𝐵𝐵𝑀𝑀𝑂𝑂  бұрышының  90° екенін дәлелдеу үшін 𝐵𝐵 және 𝑀𝑀 нүктелерінен өтетін 𝑝𝑝  
түзуін жүргіземіз. 𝑀𝑀 нүктесімен 𝐾𝐾 –ны, 𝑀𝑀 нүктесімен 𝐶𝐶 -ны қосып,  ∠1 = ∠2, ∠3=∠4 теңдігі 
орындалатынын көрсетсек жеткілікті.    

Дәлелдеу: 𝐵𝐵 және 𝑀𝑀 нүктелерінен өтетін 𝑝𝑝  түзуін жүргіземіз, 𝑀𝑀𝐾𝐾, 𝑀𝑀𝐶𝐶, 𝑂𝑂𝐶𝐶 , 𝑂𝑂𝐾𝐾және 
𝐾𝐾𝐶𝐶нүкетелерін қосамыз. 

∠1 = ∠𝐵𝐵𝑢𝑢𝐾𝐾 = ∠𝐴𝐴 = ∠2, ∠𝐾𝐾𝑂𝑂𝐶𝐶 = 2∠𝐴𝐴 = ∠1 + ∠2 болғандықтан  
∠𝐾𝐾𝑂𝑂𝐶𝐶 + ∠𝐶𝐶𝑀𝑀𝑢𝑢 = ∠1 + ∠2 + ∠3 + ∠4 = 180°    
Демек, 𝑂𝑂, 𝐶𝐶, 𝑀𝑀, 𝐾𝐾 бір шеңбердің бойындағы төрт нүкте.  Және  𝑂𝑂𝐶𝐶 = 𝑂𝑂𝐾𝐾  

болғандықтан ∠3=∠4.  
Демек ∠1 + ∠3 = ∠2 + ∠4 = 90°, онда ∠𝐵𝐵𝑀𝑀𝑂𝑂 = 90°. Дәлелденді.  
Мысал 2.  𝐴𝐴𝐵𝐵𝐶𝐶𝐷𝐷 төртбұрышының 𝐴𝐴𝐶𝐶 және 𝐵𝐵𝐷𝐷диагоналы 𝑂𝑂 нүктесінде қиылысады. 

𝐴𝐴𝑂𝑂 = 𝐶𝐶𝑂𝑂, 𝐷𝐷𝑂𝑂 = 3𝐵𝐵𝑂𝑂, 𝐴𝐴𝐶𝐶 және 𝐶𝐶𝐷𝐷 қабырғаларынан сәйкесінше  𝑀𝑀, 𝑢𝑢 нүктелері алынған, әрі 
𝐴𝐴𝑀𝑀
𝐴𝐴𝐶𝐶

= 𝐶𝐶𝑢𝑢
𝐶𝐶𝐷𝐷

= √3
3

 теңдігі орындалса (оң жақтағы сурет).  
 онда  𝐵𝐵,𝑀𝑀, 𝑢𝑢 нүктелері бір түзудің бойында болатынын дәлелдеңдер. 
Анализ. 𝐵𝐵,𝑀𝑀, 𝑢𝑢 нүктелері бір түзудің бойында жататынын дәлелдеу үшін, 𝑆𝑆∆𝐵𝐵𝑀𝑀𝑢𝑢 = 0 

немесе 𝑆𝑆∆𝐵𝐵𝐶𝐶𝑢𝑢 = 𝑆𝑆∆𝐵𝐵𝐶𝐶𝑀𝑀 + 𝑆𝑆∆𝑀𝑀𝐶𝐶𝑢𝑢  болатынын дәлелдесек жеткілікті. 
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Дәлелдеуі: Егер 𝑆𝑆∆𝐴𝐴𝐶𝐶𝐷𝐷 = 𝑆𝑆 белгілеп алсақ, 𝑆𝑆𝐴𝐴𝐵𝐵𝐶𝐶
𝑆𝑆

= 𝐵𝐵𝑂𝑂
𝐷𝐷𝑂𝑂

= 1
3
.  Демек 𝑆𝑆∆𝐴𝐴𝐵𝐵𝐶𝐶 = 1

3
𝑆𝑆, және 

𝑆𝑆𝐵𝐵𝐶𝐶𝐷𝐷 = 𝑆𝑆∆𝐶𝐶𝐷𝐷𝑂𝑂 + 𝑆𝑆∆𝐶𝐶𝐵𝐵𝑂𝑂 = 𝑆𝑆∆𝐴𝐴𝐷𝐷𝑂𝑂 + 𝑆𝑆∆𝐴𝐴𝐵𝐵𝑂𝑂 , сол себепті 𝑆𝑆∆𝐵𝐵𝐶𝐶𝐷𝐷 = 1
2
𝑆𝑆𝐴𝐴𝐵𝐵𝐶𝐶𝐷𝐷 = 1

2
�𝑆𝑆 + 1

3
𝑆𝑆� = 2

3
𝑆𝑆.  

Әрі 𝑆𝑆∆𝐵𝐵𝐶𝐶𝑀𝑀 = 𝑀𝑀𝐶𝐶
𝐴𝐴𝐶𝐶
∙ 𝑆𝑆∆𝐴𝐴𝐵𝐵𝐶𝐶 = 3−√3

3
∙ 1

3
𝑆𝑆 = 3−√3

9
𝑆𝑆,  𝑆𝑆∆𝑀𝑀𝐶𝐶𝑢𝑢 = 𝑀𝑀𝐶𝐶∙𝐶𝐶𝑢𝑢

𝐴𝐴𝐶𝐶∙𝐶𝐶𝐷𝐷
𝑆𝑆𝐴𝐴𝐶𝐶𝐷𝐷 = 3−√3

3
∙ √3

3
𝑆𝑆 = 3√3−3

9
𝑆𝑆,  

𝑆𝑆∆𝐵𝐵𝐶𝐶𝑢𝑢 = 𝐶𝐶𝑢𝑢
𝐶𝐶𝐷𝐷
∙ 𝑆𝑆∆𝐵𝐵𝐶𝐶𝐷𝐷 = √3

3
∙ 2

3
𝑆𝑆 = 2√3

9
𝑆𝑆. Демек 𝑆𝑆∆𝐵𝐵𝐶𝐶𝑢𝑢 = 𝑆𝑆∆𝐵𝐵𝐶𝐶𝑀𝑀 + 𝑆𝑆∆𝑀𝑀𝐶𝐶𝑢𝑢  . онда B, M, N 

нүктелері бір түзудің бойында жатады. 
Мысал 3.  𝐴𝐴𝐵𝐵𝐶𝐶𝐷𝐷𝐸𝐸 бесбұрышы берілген, 𝐴𝐴𝐷𝐷 диагонал, ∠𝐸𝐸𝐴𝐴𝐷𝐷 > ∠𝐴𝐴𝐷𝐷𝐶𝐶, ∠𝐸𝐸𝐷𝐷𝐴𝐴 > ∠𝐷𝐷𝐴𝐴𝐵𝐵 

болса, 𝐴𝐴𝐸𝐸 + 𝐸𝐸𝐷𝐷 > 𝐴𝐴𝐵𝐵 + 𝐵𝐵𝐶𝐶 + 𝐶𝐶𝐷𝐷 болатынын дәлелдеңіз. 
Дәлелдеуі:  𝐴𝐴𝐷𝐷 қабырғасының ортасын 𝑂𝑂нүктесі деп белгілейік. 𝑂𝑂 нүктесін симметрия 

центірі етіп, 𝐵𝐵 және 𝐶𝐶 нүктелеріне симметриялы 𝐵𝐵1 және 𝐶𝐶1 нүктелерін белгілейік. 

 
AE+DE>AC1 +C1B1+B1D.  
𝐴𝐴𝐶𝐶1 созындысы 𝐸𝐸𝐷𝐷 қабырғасымен 𝑃𝑃 нүктесінде қилыссын, 𝐷𝐷𝐵𝐵1 қабырғасының 

созындысы 𝐴𝐴𝑃𝑃 мен 𝑄𝑄 нүктесінде қиылссын, онда 
𝐴𝐴𝐸𝐸 + 𝐸𝐸𝑃𝑃 > 𝐴𝐴𝑃𝑃 = 𝐴𝐴𝐶𝐶1 + 𝐶𝐶1𝑄𝑄 + 𝑄𝑄𝑃𝑃, 
𝑄𝑄𝑃𝑃 + 𝑃𝑃𝐷𝐷 > 𝑄𝑄𝐷𝐷 = 𝑄𝑄𝐵𝐵1 + 𝐵𝐵1𝐷𝐷, 
𝐶𝐶1𝑄𝑄 + 𝑄𝑄𝐵𝐵1 > 𝐶𝐶1𝐵𝐵1 , 
үш теңсіздікті мүшелеп қоссақ 
𝐴𝐴𝐸𝐸 + 𝐸𝐸𝐷𝐷 > 𝐴𝐴𝐵𝐵 + 𝐵𝐵𝐶𝐶 + 𝐶𝐶𝐷𝐷. Теңсіздік дәлелденді. 
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Адам баласы ежелгі заманнан бері білім үйренуге құштарлығымен жер жүзіндегі басқа 

жануарлардан ерекшеленіп шыға алған жаратылыс. Сол кездерден бастап адамзат қол 
астындағы бар құралдарды пайдаланып өз білімдерін жетілдіріп отырған. Ерте және орта 
ғасырларда түрлі тәсілдерді қолдану арқылы тек  білім үйреніп қана емес, сонымен қатар сол 
білімді үйретуде адам баласының көптеген жетістіктерге жеткені мәлім. Білім беру құрал 
саймандарының әр-алуандығынан санына жете алмайтын қазіргі уақытта, олардың ең үздігі 
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