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Рисунок 6. Готовая ВП 
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ОПТИМИЗАЦИЯ РАСЧЕТА ЗАДАЧИ О ДИФРАКЦИИ НА ЛЕНТЕ МЕТОДОМ 

ВИННЕР-ХОПФА 

 

Бегимова Әсел Жеңісбекқызы 

Магистрантка кафедры Радиотехника, электроника и телекоммуникации 

 ЕНУ им. Л.Н.Гумилева, Астана, Казахстан 

Научный руководитель – Саутбеков С.С. 

 

Аннотация. В данной статье решена задача диффракции на ленте с помошью метода 

факторизации. И преведены основные численные результаты. 

Введение 

Задачи дифракции на ленточных решетках занимают особое место в теории 

дифракции вообще и в теории дифракции на периодических структурах в частности, 

поскольку, во-первых, позволяют получить полностью обоснованное строгое решение, а, во-

вторых, выявить те общие закономерности, которые имеют место при взаимодействии 

электромагнитной волны с одномерно периодическими решетками. Также исследование 

ленточных решеток представляет несомненный интерес для современной радиофизики в 

силу того, что такие решетки используются при создании антенных, селективных устройств, 

метаматериалов и др. [1-4]. 

Актуальность. Данная задача является ключевой для микрополосковых линий 

передач. Трудность расчета этой задачи обусловлена двумя условиями, условием Мейкснера 

когда значение поля стремится к бесконечности на острие ленты, и вторым условием, когда 

ширина структуры и длина волны соизмеримы и ассимптотические решения не могут 

показать достаточную точность. Поэтому моделирование данной задачи затрудняется и 

требуются строгие аналитические методы расчета. К таким методам относятся метод Римана 
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Гильберта и метод Виннер-Хопфа. До сегодняшнего дня ассимптотическое решение данной 

задачи было получено в работах Вайнштейна, Миллара, Вестфаля, Люнебурга, Кибуртца и 

Штоккеля. Также эта задача была решена методом Римана Гильберта в работах Шестопалова 

С.В. Но данную ключевую задачу с высокой точностью и гораздо легче решить использовав 

метод Виннер-Хопфа.  

Цель: Оптимальное вычисление задачи о дифракции на ленте методом Виннер-Хопфа 

и  оценка полученного аналитического решения с заданной точностью. 

Основная часть 

Постановка задачи 

Пусть на идеально проводящую ленту | |z a , 0y  , x   падает плоская H-

волна: 

 
0 0

0 0

( / / 4 ) exp{ ( sin cos )}, 0,

/ cos , / sin , 0, const

o o o

x o y z

o o o o o

y x z x x o

E k A ik y z E E

H E H E H A

    

     

   

    
, (1) 

Гармонический множитель от времени exp( )i t  всюду опускаем. 

Электромагнитное поле соответствует следующим уравнениям: 

1 1
, ,x x y x z xE ikcA H A H A

z y 

 
   

 
 (2) 

Направление распространения падающей волны составляет с осью x прямой угол, а с 

осью z - угол 
0  (рис.1.). 

Для магнитной волны, отлична от нуля единственная составляющая векторного 

потенциала А:  

 (1) 2 2

0( , ) ( , ) ( ), ( , ) / 4H ( )x x
z

A y z y z J z y z i k y z       , (3) 

где )(H(1)

0 x - функция Ханкеля первого рода. С помощью векторного потенциала Ах 

дифрагированные поля определяются формулами в (1.35). При этом важно чтобы 

удовлетворялось граничное условие: 

 0zE    при  | |z a , ( 0y  , x  ). 

 
 

0 

r 

y 

z 

 

R 

a -а 

 
0 

 
Рисунок 1. 

 

Дифракционная задача сводится к нахождению поверхностной плотности наведенных 

токов на плоских проводящих поверхностях. Отметим, решение должно удовлетворять и 

условию на ребре (условие Мейкснера). В связи с этим возникает проблема построения 

искомой функции в пространстве оригинала и выполнения граничных условий на острие. 

Однако проблему можно разрешить с помощью метода ВХФ, если построить искомую 

функцию в пространстве изображения, используя свойства разрывных сингулярных 

интегралов. 
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Переобозначив проекцию волнового вектора k на ось z далее как 
zw k , запишем его 

в интегральном виде 

 
1

( , ) exp{ ( v | |)} ( )
4 v

x

i
A y z i wz y F w dw









  , (5) 

где 
2 2v k w  , следовательно, и граничное условие:  

 

 
1

exp( ) ( ) exp( ) 0
v

oiwz F w dw A ihz





  ,  a z a   , (6) 

где 
0cosh k  , ( h  фиксируем в нижней полуплоскости (НП)). Чтобы векторный 

потенциал (5) удовлетворял уравнению Гельмгольца вне ленты, необходимо выполнение 

следующего условия: 

      exp( ) ( ) 0iwz F w dw





 ,  z a  ,  z a  (7) 

Его физический смысл заключается в том, что наведенные токи вне ленты 

отсутствуют. 

Таким образом, для решения задачи необходимо найти искомую функцию )(wF , 

удовлетворяющую парным интегральным уравнениям (6) и (7)[5]. 

 

Решение задачи 

В работе [5] было получено следующее общее решение задачи о дифракции на ленте: 

                                                     1 2( ) ( ) ( )F w F w F w 
 

(8) 

Где 

                                           ),exp()()()( 22 iwawBwAwkwF   (9) 

                                          
  ).exp()()()( 11 iwawBwAwkwF  

 (10) 

В этих функциях искомые ( )B w и ( )B w  находятся посредством эталонного 

интеграла 

  

 

(1)

0

1
( ) H (2 ) exp( 2 ) ( , / )

2

k w
I w = ka i aw ka w k

i k w


 


 (11)

 

где: 

  (1)

0( , / ) sin H (2 )exp( 2 cos )

ka

ka w k t it dt 


    (12) 

Используя тождество в работе [6] мы привели данную специальную функцию к виду: 

                               

(1)

0

0

( , / ) 1 sin H (2 )exp( 2 cos )

ka

ka w k t it dt


 


       (13) 

Для нахождения поля отраженного от ленточной структуры мы использовали 

специальную функцию ( , )ka   введенную в работе [7] и интегрируемого по контуру S (Рис. 

2): 
2 sin( /2)

2

sin( /2)

exp( / 4) 1
( , ) exp( / 2) exp{ (cos cos )}

4 sin(( ) / 2)2

kR

S

i d
R it dt ikR

i





 
  

   


   

 
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Im   

Re   

Im   

S 

Sz  

0 

Im   

 /2  

 /2  

 
Рисунок 2. 

 

Так как нижний предел интеграла стремится к бесконечности а для численного 

расчета это не допустимо, мы записываем данный интеграл в виде суммы двух 

интегралов.используя свойства интеграла Френеля [8] 
2 sin( /2)0

2 2

0

2 sin( /2)

2

0

exp( / 4) exp( / 4)
( , ) exp( / 2) exp( / 2)

2 2

exp( / 4) 1
exp( / 2)

22

kR

kR

i i
R it dt it dt

i
it dt





 


 







 
   


 

 



 (15) 

Далее используя специальную функцию ( , )ka   и подставляя значения 1( )A w , 2 ( )A w ,

( )B w и ( )B w  в (9)(10) записываем составляющую векторного потенциала А: 

         

            

          

          

          

          

0
0 0

0 0

0
0 0 0

0 0

0 0

2
exp cos ,

4

exp cos ,

( ) exp cos ( cos ( cos exp cos
2

exp cos ,

exp cos ,

x

A kr
A ikR X R

i kr

ikR X R

tg ika I I ika

ikR X R

ikR X R


        



       


    

       

       

 

 

 

 

   
 

 
 

   


 
         

 

   


  


          0
0 0 0( ) exp cos (cos (cos exp cos

2
ctg ika I I ika


    



 
       

 

 (16) 

где 

 

                     

2 2 2 2( ) 2 cos( ) ( ) 2 cos( )

sin( ) sin( )
( ) ( )

cos( ) cos( )

R r ra a R r ra a

r r
arctg arctg

r a r a

   

 
   

 

      

   
           

 

Учитывая что x xE ikcA  и опуская множители получаем диаграмму рассеяния: 

1. , 0.1
2


    метр (рис 3.)                        
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2. , 0.1
4


   метр (рис. 4) 

 

 
   Рисунок 3.                                                         Рисунок 4. 

 

Заключение 

В данной статье основным результатом является оптимальный расчет задачи о 

дифракции на ленте и получение численных результатов. Полученные решения отличаются 

от ранее известных асимптотических решений равномерной сходимостью по углам и 

простотой в использовании, а также обладают высокой точностью. Условие Мейкснера или 

на остром крае выполняется автоматически. Более того, полученное решение охватывает 

резонансный случай, когда длина волны и ширина структуры соизмеримы. Эти численные 

результаты могут быть полезны в предугадании основных особенностей поля излучения в 

других сложных системах состоящих их n-ного количества лент. 
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