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ӘОЖ 524.3-5 

 

ҒАЛАМДАҒЫ ЖҦЛДЫЗДАР ҚОЗҒАЛЫСЫНЫҢ ҤШІНШІ ИНТЕГРАЛЫН 

АНЫҚТАУ МӘСЕЛЕСІ 

 

Сандал Бахытжан 

Жалпы және теориялық физика кафедрасының магистранты,  

Л.Н. Гумилев атындағы ЕҰУ, Астана, Қазақстан 

Ғылыми жетекшісі – ф.-м.ғ.к., доцент Кенжалиев Д.И.  

 

Кіріспе: Бұл баяндамада авторлар ғаламдағы жұлдыздар қозғалысын зерттейтін астро-

физика бӛлімі - жұлдыздар динамикасының негіздерін және зерттеу тақырыбы бойынша 

бұрынғы және соңғы шыққан мақалаларға қысқа түрде шолу жасап, кӛпшілікке жеткізуді 

кӛздейді.  

Жҧлдыздар динамикасы негізі 
 Ғалам ӛзара соқтығыспайтын гравитатацияланушы массалардың кӛп санынан тұра-

тын жүйе болып табылады. Ғаламның стационарлық жағдайы жұлдыздар жүйесі 

динамикасының ең жақсы ӛңделген бӛлімі болып есептеледі. Астрономияда объектілердің 

кӛпшілігінің жасы ӛте үлкен, ал олардың кӛрінерлік қозғалысындағы ӛзгерістер ӛте баяу 

жүретіндіктен, стационарлық жүйелерді зерттеу бірінші ретті тапсырма болып табылады. 

Кез-келген ӛздік гравитацияланатын жүйенің динамикалық ерекшелігі оның гравитациялық 

потенциалымен  анықталады:  

                                                             

  





V

dV
rr

rG
r

)(
                                                              (1) 

Мұндағы:  - гравитациялық тұрақты,  - массаның кеңістіктік тығыздығы,   ⃗⃗  ⃗- 
ағымдағы радиус-вектор,   -бақылау радиус векторы. Интеграл барлық кӛлем V бойынша 

алынады.  

Жұлдыздар динамикасы үшін бүкіл жүйенің жалпы күштік ӛрісінде еркін 

материалдық нүктелер түрінде қозғалған денелердің (жұлдыздардың) кӛп санынан тұратын 

жүйелерді қарастыру тән. Жүйеде денелердің кӛптігі және денелердің орын ауыстыруы 

айтарлақтай болатын уақыт аралығының ӛте үлкендігі, - осының барлығы бізді аспан 

механикасының үйреншікті тәсілдерінен бас тартуға мәжбүрлейді және жеке дененің 

қозғалысын бақылауды емес, кеңістіктік координаталар (x,y,z) және жылдамдықтар бойынша 

(        ) денелердің үлестірімділігін қарастыруды қажет етеді.  

 Жұлдыздардың кеңістіктік координаттары және жылдамдықтары бойынша 

үлестірімділігік функциясын келесідей белгіленіп еңгізілген. 

 

                                       
 

zyxzyx dvdvdxdydzdvvvvzyx ,,.,,                                                  (2) 

 

Бұл шама координаттары x және     , y және     , z және      аралығында, 

жылдамдығының құраушылары   және       ,  және       ,  және        
аралығында болатын жұлдыздар санын береді. Енді бір жұлдыздар тобын зерттейтін болсақ, 

t уақыт моментінен     моментіне кӛшкенде координаттары x,y,z жылдамдықтары 

         болған жұлдыздардың координаттары:  

 

                                 dtvxdxx x      dtvydyy y          dtvzdzz z  
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Ал жылдамдықтары: dt
x

vdvv xxx



 , dt

y
vdvv yyy




 , dt

z
vdvv zzz




  

-ге ӛзгергенде жұлдыздар саны ӛзгермеуі тиіс. Яғни, жұлдыздардың үлестірімділік заңы 

ӛзгермейді: 

 

            
 

zyxzyx

zyxzyxzyx

dvdvdxdydzdvvvvzyx

dvdvdxdydzdvdt
z

vdt
y

vdt
x

vdtvzdtvydtvx

,,.,,

,,,,,



























      (3) 

 

Осы қатынасты қатарға жіктеп, уақыт дифференциалының    бірінші мүшелерімен 

шектеліп, үлестірімділік функциясы   және   потенциалы қанағаттандыруы тиіс келесі 

дербес туындылы теңдеуді аламыз: 
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





tzvyvxvz
v

y
v

x
v

zyx

zyx                   (4) 

 

Больцманның кинетикалық теңдеуі деп аталатын бұл теңдеуді 1915 жылы Джинс 

қорытып шығарған. Стокс операторын:  
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


 

                   (5) 

 

енгізіп, теңдеуді                                              0
Dt

D
                                              (6) 

күйіне келтіруге болады. Бұл  теңдеудің мәні: жұлдызбен бірге қозғалатын нүктеде 

жұлдыздардың фазалық тығыздығы ӛзгермейді. 

Басқаша айтқанда, фазалық тығыздықтың ӛзі бірінші қозғалыс интегралы болады және 

ең жалпы жағдайда бір-біріне тәуелсіз қозғалыстың қандай да бір алты бірінші 

интегралдарының функциясы болып жазылады. 

 

                                                    
 654321 ,,,,, IIIIII

  
                                                    (7) 

 

Мұнда:      (              )                        

(4) теңдеуді шешіп, Ψ үлестірімдік функциясын табу керек, ал ол үшін Ф потенциалын 

анықтау қажет. Ф потенциалы жӛнінде жалпы болжам жасап, кейбір қорытындылар 

шығаруға болады. 

Қозғалыс теңдеуін интегралдау үшін   потенциалының нақты түрін білу керек, бірақ 

потенциалды беру   функциясын таңдауға шектеу салады. Себебі, потенциал массаның   

тығыздығымен Пуассон теңдеуі арқылы байланысқан: 

 

                                                          24 G                                                                  (8) 

 

Масса тығыздығы үш ӛлшемді кеңістікте:  
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  












 zyx dvdvdv                                                          (9)  

 

Жүйе құрылымын минималды шектейтін жеке жұлдыз қозғалысының жалпы 

интегралы жеке жұлдыз үшін энергия интегралынан алынатын кез-келген функцияға 

келтіріледі. 

                                        ),( 1I     222

1 2
1

zyx vdvvI                                               (10) 

 

Стационарлы потенциал кезінде қозғалыстың бірінші интегралдарының бірі – энергия 

интегралы   - белгілі. 

Фазалық тығыздық    стационарлы жүйеде нүктенің бір мәнді функциясы болып 

табылады және бірмәнді қозғалыс интегралдарына тәуелді. Олардың біреуі энергия 

интегралы.   потенциалы   осіне қатысты симметриялы болған кезде қозғалыс теңдеуінен 

тағы бір қозғалыстың бірінші интегралы - симметрия осіне қатысты кинетикалық момент 

интегралы сақталады. 

                                                           
constyvxvI xy 1  

                                                       (11) 

 

Нақты жұлдыздар жүйесі сфералық симметриялы болмайды және олардың кӛпшілігі 

остік симметриялы болады. Бұл шектеулі стационарлық жүйе үшін жалпы жағдай болып 

табылады. Осьтік симметриялы стационарлы жүйенің потенциалы бірмәнді болады, бұл 

жүйедегі жұлдыздың қозғалысында бір-бірінен және уақыттан тәуелсіз осьтік симметриялы 

үш қозғалыс интегралы сақталады. Бұндай жүйенің фазалық тығыздығы жалпы жағдайда 

келесі түрде анықталады: 

 

                                           3

222 ,,,
2

1 IRvzRvdvv zyx                                              (12) 

 

Мұндағы қозғалыстың үшінші интегралы (цилиндрлік координатамен берілген) 

 

                                                                  vvvzRII zR ,,,,33                                                      (13) 

 

Ҥшінші  интеграл  мәселесі 

Жұлдыздар динамикасында стационар жұлдыздық жүйелердегі фазалық тығыздық 

ӛрнегінің мүмкін түрлерін анықтағанда үшінші интеграл мәселесімен кездесеміз. 

Үшінші интегралдың қазіргі кезге дейін ешқандай универсал формасы табылған жоқ. 

Егер потенциал: 

                                

  03
2

2

2

22
22 









































zR
Rz

zR
zR

z
R

R
z                       (14) 
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теңдеуін қанағаттандырса, үшінші интеграл жылдамдық құраушыларына қатысты 

квадрат дәрежелі полином түрде болады (остік симметриялы жағдайда цилиндрлік 

координата жүйесін қолдану ыңғайлы),  -кез-келген параметр. (14) формуласы потенциалға 

қойылған шектеу, әрі үшінші квадрат дәрежелі интегралдың бар болу шарты болып 

табылады. Квадраттық үшінші интеграл түрі: 

 

                                                     
    222

0

22

zzR vvzRvzvI                             (15) 

 

Ф
*
 функциясы мен         потенциалы арасындағы байланысты: 

 

                                                         
z

Rz
R

z
R 











 
2                                                        (16) 

 
z

R
R

Rz
z 











 

 2

 

 

 Контопулос потенциалының үшінші интегралы фазалық кеңістіктегі қандай да бір 

тіркелген дӛңгелек орбитадан  ауытқу дәрежесі бойынша қатарға жіктеу болып табылады 

немесе гравитациялық потенциалдың квадраттық формадан ауытқуын сипаттайтын кіші 

параметр бойынша қатарға жіктеу: 

                                                 
 22

0
2

1
QzPU   ,  0RR                                        (17) 

 

Жеке жағдай үшін Контопулос үшінші интегралдың қатарға жіктеуін келтіреді: 

 

                                

     ...
3

1
222

42

1 22222

3 


  avzvvzQP
pQ

b
PvI zRzR           

(18) 

 

Оорт-Линдблад  интегралы:  

                                                                      zvI z 2

2 2                                                      (19) 

 

Қозғалыстың үшінші интегралын Ronaldo S. S., Vieira және Javier Ramos-Caro деген 

зерттеушілер 2015 жылы жариялаған «Ғалам дискісімен қиылыса қозғалатын жұлдыздардың 

үшінші қозғалыс интегралының қарапайым формуласы» атты мақалаларында қарастырған. 

Мұнда экваторға жақын орбиталармен біріккен қозғалыстардың жуық үшінші интеграл 

қарапайым аналитикалық формуламен берілген: 

 

                                                                                                                  3
1

3 IZI                                                                                            
(20) 

 

Мұндағы, 
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                                                                  
 

 R

R
RZRZ

3
1

0
3

1

0)(



                                                    (21) 

ғалам центрінен R қашықтықтағы орбитаның вертикаль амплитудасы және  

 

                                                                       








 dzzRR totI ,                                                  (22) 

массаның интегралдаушы динамикалық беттегі тығыздығы. Мұндағы:     - жұқа диск 

профилінің «динамикалық»   тығыздығы, δ – жұқа  диск  қалыңдығы. Бұл  зерттеуде осы   

түрдегі қозғалыстың үшінші интегралы қалыңдығы ӛте жұқа дисктен қалыңдығы жұқа диск 

аралығын қамтитын остік симметриялы ғаламдық модельдердегі дискпен қиылысатын 

орбиталар, яғни, оның бойымен қозғалмайтын орбиталар үшін орындалатындығы 

баяндалған.  

Қорытынды: Жоғарыда жұлдыздар динамикасының негізгі теңдеуі Больцман теңдеуі 

екені және   потенциалының белгілі түрін беру арқылы   үлестірімділік функциясы 

анықталатындығы немесе үлестірімділік функциясы белгілі болса (бақылау мәліметтері 

арқылы да анықтау мүмкіндігі бар)   потенциалды табу арқылы ғалам моделі 

жасалатындығы баяндалды. Осы жерде,   үлестірімділік функциясы бірінші қозғалыс 

интегралы болатындығы, ӛз кезегінде оның ӛзі бір-бірінен және уақыттан тәуелсіз бір мәнді 

қозғалыстың бірінші интегралдарының функциясы екендігі айтылды (олардың саны алтау). 

Остік симметриялы потенциал жағдайында (басқа потенциалдарда да) бірмәнді қозғалыс 

интегралдарының үшіншісі нақты формада анықталмағандығы менің зерттеу тақырыбым 

болып табылады және осы уақытқа дейін оның анықталған түрлерін, осы тақырып бойынша 

қазіргі уақытта шыққан мақалаға жасалған талдауды келтірдім. 
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