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ПРИМЕНЕНИЕ ТЕНЗОРНЫХ ПРОИЗВЕДЕНИЙ ФУНКЦИОНАЛОВ 

К КВАДРАТУРНЫМ ФОРМУЛАМ КОРОБОВА 
 

Сайдазимова Альфия Мирзаахмед кизи 

saydazimova_alfiya@mail.ru 

Магистрант 2-го курса ЕНУ им. Л.Н.Гумилева, СНС института ИТМ и НВ ЕНУ им. 

Л.Н.Гумилева, Астана, Казахстан 

Научный руководитель – Н. Темірғалиев 

 

С. А. Смоляком в [1-2] был предложен метод, позволяющий распространить 

результаты аппроксимативного содержания с меньших размерностей пространств на 

большие. Однако, как нам представляется, возможности  метода были неоправданно сужены 

тем обстоятельством, что сфера применения была ограничена тензорным произведением 

классов, что отражено в названии статьи [1].  

Общая формула переноса утверждений о приближениях функционалов )( jB  агрегатами по 

полным ортонормированным на jd

j RE   системам     sjx
jj Mm

j ,...,1,j

m j



 , на случай 

полных кратных ортонормированных систем 
       s

m

2

m

1

m s21
...  на d

s R 1  

 sddd  ...1  заключается в следующем (см., напр. [1-2]).  

Пусть даны целые положительные числа s , sdd ,...,1  и пусть для каждого  sjj ,...,1  

задана ортогональная (быть может, с весом) и нормированная на измеримом (здесь и всюду 

ниже – в смысле Лебега)  множестве jE , jd

j RE   полная система    
jj Mm

jx


j

m j
 , где 

jd

j ZM  . 

Пусть для каждого j  на множестве, составленном из всех функций соответствующей 

ортонормированной системы, задан функционал )( jB . 

Тогда согласно [3-4], определенный на всех функциях ортонормированной на 
d

s R 1  sddd  ...1  полной системы  

         MMMmmmxxxx ss

s

j

j

j

msmm js
 



...,...,,..., 111
1 1

,...,m  ,              

функционал  

        



s

j

j

m

j

mm js
B

1

,...,m
,1

BB   

называют тензорным произведением функционалов )()1( ,..., sBB  и обозначают  

     




s

j

jB
1

s1 BBB  . 

Всюду ниже, без каких-либо дополнительных сообщений, все привлекаемые к 

рассмотрению функции, вообще говоря, комплекснозначные, будут предполагаться 

измеримыми в смысле Лебега, интеграл будет пониматься в смысле Лебега, каждая 

mailto:saydazimova_alfiya@mail.ru


1193 

ортонормированная система будет предполагаться полной  (быть может, соответствующим 

весом). Таким образом, с каждой функцией, допускающей разложение по такой системе в 

ряд Фурье-Лебега, с точностью до почти всюду будет связан единственный набор 

коэффициентов Фурье по этой системе. 

Далее функционал B  допускает распространение на множество, составленное из всех 

функций f, определенных на E , для которых абсолютно сходится числовой ряд 

 



Mm

mm Bf , , где , - скалярное произведение (в весовом случае с весом, 

обеспечивающим ортогональность), если принять в качестве  fB  значение суммы этого 

ряда. 

Ясно, что множества определения функционалов )( jB  также могут быть расширены в этом 

же смысле.  

Пусть для каждого sj ,...,1  имеется последовательность функционалов 
    0, 0  jjj

j

t ttZt
j

 , определенных (по крайней мере) на всех функциях системы 

   
jj

j Mm
j

j

m x


 и такая, что для каждой функции этой системы имеет место равенство 

    
 

    j

m

j

tt

j

m

j

t j

j

j
B  

 0
j

j
,                                                  (1) 

или, что, то же самое, для частичных сумм  
         

 






jj
0

j



 
tt

j

m

jj

m

j

j

jjj
 

выполнено  
         j

m

jj

m

j

jjj
j

B 





lim . 

Тогда для функции  xf , определенной на NRE  , в предположении, что все действия 

законны (например, все встречающиеся ряды сходятся абсолютно), будем иметь 

         sjttZtt jj

s

s

s

t
,...,10:,...,Z 0

10   

           
 


Mm

s

j

j

m

j

m

s

j
BffBBBf

1

1 ,   

    
 

  
  

















Mm

s

j tt

j

m

j

tm

jj

jj
f

1 0

,   

    
   

  
  


s

ts

jj

Ztt Mm

s

j

j

m

j

tmf

01 ,..., 1

,  . 

Заметим, что внутреннюю сумму можно записать и по-иному:  

         
  Mm

mm

Mm

s

j

j

m

j

m ff
jj s1

,,
1

    

          ff s

Mm

mm

s

ss  










 



 11

11

, . 

Тогда, в условиях приведенных определений и обозначений имеет место основное в 

рассматриваемом круге вопросов равенство, заключенное в следующей теореме. 

Теорема А (cм. [3]). Пусть даны вектор       00

1

0 ,..., sttt    с целыми неотрицательными  

компонентами и  конечное множество  ,  
 

        sjttZttt jj

s

s

s

t
,...,10:,...,Z 00

10  .  Тогда для всякой функции  f(x), 

определенной на измеримом множестве dRE  , имеет место равенство  
           

 

 
s

tt

tt

ss ffBB
,...,

11

1

s1
-    
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         
      

,,,
\,..., \,..., 11

01 01

    
    


s

ts
s

ts

jjjj

Ztt Mm Mm Ztt

s

j

j

m

j

m

s

j

j

m

j

tm ff                 (2)  

если только все ряды в (1) и (2)  сходятся абсолютно. 

Выписанное равенство позволяет переносить результаты о приближениях функционалов 

меньших размерностей на большие. 

Здесь в модельной ситуации 221  dds  в теоретическом аспекте изучим задачу 

численного интегрирования. 

Перейдем к следующей конкретизации  в (1) ортонормированной системы и функционалов: 

Для каждого  2,1jj   положим       jjjj

jj

xmxmi

jj

j

mm exx 221212

212

2

212, ,









 ,   21,0jЕ . 

Тогда 

       
.,,, 44332211

2124321

2
2

1

212,432,, 1
xmxmxmxmi

j

jjmmmmm,mm exxxxx,xΦxΦ
jj





   

  

     422

432 ,,,1 ZZZmmmmm  . 

Через  EL  обозначим пространство Лебега всех суммируемых на E  функций и для 

функции    214321 ,,, EELxxxxf   и   4

4321 ,,, Zmmmmm   через  mf̂  будем обозначать 

тригонометрические коэффициенты Фурье-Лебега:  

       

 

.,,,,ˆˆ

4

443322

10

432

2

43214321 1
11




,

xmxmxmxmπi
dxdxdxdxexx,xxfm,mmmfmf  

Функционалы  1B  и  2B определим соответственно на  1EL  и  2EL  следующими 

равенствами: 
       

1

2121

111 ,
E

dxdxxxffB  

и 
       

2

4343

222 ,
E

dxdxxxffB . 

Тогда, по определению тензорных произведений функционалов для каждой функции 

  CEExxxxf  214321 :,,,  с абсолютно сходящимся рядом Фурье-Лебега,  с учетом    

           

 

,
,0

0,1
,

21

1.0

21

221

21,

1

2

22112211

21



 

 


случаяхостальныхв

mmесли
dxdxeeBxxB

xmxmixmxmi

mm

   

           

  

 

 


случаяхостальныхв

mmесли
dxdxeeBxxB

xmxmixmxmi

mm
,0

0,1
,

43

1.0

43

222

43,

2

2

44334433

43

  

имеем 

                
 















 

 4
4321

4321

,,

432,,4321

2121 ,,,,,ˆ
1

Zmmmm

mmm,m

def

xxx,xΦmmmmfBBfBBfB

 
 

       


432,,

21

,,

4321 ,,,,,ˆ
14321

4
4321

xxx,xΦBBmmmmf mmm,m

Zmmmm

 

 
 

           


0,0,0,0ˆ,,,,,ˆ
43,

2

21,

1

,,,

4321 4321
4

4321

fxxBxxBmmmmf mmmm

Zmmmm

  

  .,,, 43214321

21

dxdxdxdxxxxxf
EE




  

В качестве функционалов   
j

j

t f
j

   возьмем  
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 
 

 

 

  
 




























 


j

v

j

j

v

j

v

j

p

k

jj

v

jt

jt

jt

jt

j

jtv

jjt

j p

kpa

p

k
f

p
f ,

1

1

  

 квадратурные формулы с равными весами и по сетке Коробова [5-7] с 
 j
v

jt
p  узлами, где 

  
1j

jt t

j

vp    подпоследовательность строго возростающей последовательности  простых чисел 

 
1vvp , таких, что  3mod1vp   ,...2,1v  и 

     j

v

j

v
jtjt

pp
1

loglog


 . 

Положим 
   

     










 2, 1

1

1

11

1

1

1

1

111
tttt 


                  

   

     










 2, 2

2

1

22

2

1

2

1

222
tttt 


 

Пусть дано 0c . Через 
 c

q  обозначим непустое множество  

                qppcqZttqppttZtt
tttt vvvv 


212

21
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где Nq  и 
     21

11
loglog vv ppq  . 

Таким образом, параметр q , 
     21

11
loglog vv ppq   будет также зависит от с и, разумеется, от 

последовательностей 
  

1j
jt t

j

vp .  Такие q  мы будем называть с-допустимыми.  

Для 1jt , положив   00 j , на основе вышеизложенных определений и утверждений, 

получим следующую квадратурную формулу 
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Пусть s - целое положительное число, 0r . Класс Соболева с доминирующей смешанной  

производной  srSW 1,02  есть множество всех 1- периодических по каждой переменной 

функций     sxxfxf ,...,1 , представимых в виде 

         



ss Zm

r

Zm

xmi mmfemfxf 1ˆ,ˆ
22

,2 . 

Справедлива следующая  

Теорема.  Пусть даны 1r  и 0c . Тогда для всех c - допустимых  q справедливо 

неравенство
1
 

 
 

 
 

r

r

q
SWf N

N
fdxxf

r

2

3
3

1,0

ln
sup

42





   

где qNN   - количество узлов в квадратурной формуле q , для которого имеет место 

неравенства 
222 qN q

q

q  . 

                                                           
1
 Здесь и всюду ниже, при положительном A  и B  любого знака, запись AB 

,...,

 будет означать 

 AcB ...,, , где  ...c - некоторая константа, зависящие лишь от указанных в скобках параметров.  
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Коэффициенттері айнымалы дифференциалдық теңдеулерді зерттеу кезінде кӛңіл 

бӛлетін басты мәселелерді келесі үш категорияның (санаттың) біріне жатқызуға болады. 

Олар - шешімнің табылуы, жалғыз болуы және сапалық қасиеттері. Бұлардың алғашқы екеуі 

теңдеудің нақты процеске математикалық модель ретінде сәйкес келуіне жауап берсе, 

үшінші мәселе процестің жүру сипаты (табиғаты) жайында ақпарат алу үшін қажет. 

Сондықтан, сызықты және сызықты емес дифференциалдық теңдеулердің шешімдерінің 

сапалық қасиеттерін зерттеу маңызды болып табылады. Шешімдерінің сапалық қасиеттерін 

зерттеу кезінде бізді келесі сұрақтар қызықтырады:  

1) шешімдердің тегістігі; 

2) шешімдердің әр түрлі салмақты кеңістіктердің нормаларындағы бағалаулары; 

3) шешімдердің жуықталу мүмкіндіктері. 

 

 Екінші ретті нұқсанды дифференциалдық теңдеу деп аталатын 

)()( ''' xfyxryLy                   (1) 

теңдеуін қарастырамыз. Осы жерде және алдағы уақытта Rx  );( , )(p RLf  , 

 p1 . 

mailto:sholpan_0292@mail.ru

	111
	Обложка
	Титул.эл. сборника 2016


