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УДК 37.02 

ГИПЕРБОЛАЛЫҚ ГЕОМЕТРИЯДА ҤШБҦРЫШТАРДЫҢ ЭЛЕМЕНТТЕРІН 

ТРИГОНОМЕТРИЯ ТҦРҒЫСЫНАН ҚАРАСТЫРУ 

 

Джаналиева А.К. 

Л.Н.Гумилев атындағы Еуразия ұлттық университеті 2-курс магистранты, Астана, Қазақстан 

r.azel_92@mail.ru 

 

Лобачевский геометриясы математикада да, физикада да қолдануға болатын мазмұны бай 

теория. Лобачевский бұл теорияны құру арқылы Евклидтік емес геометрияның озық 

мүмкіндіктерін кӛрсетті. Евклидтік геометрия абсолюттық геометрия аксиомаларымен бірге 

евклидттік аксиоманы қолдану негізінде құралған. Ал Лобачевский геометриясы (басқаша 

айтқанда гиперболалық геометрия) абсолюттық геометрия аксиомалары және Лобачевский 

аксиомасы негізінде құралады. Сондықтан, абсолюттық геометриядағы түсініктер, 

теоремалар гиперболалық геометрияда да орындалады. Айырмашылығы бесінші аксиомаға 

байланысты түсініктер мен теоремаларда. Гиперболалық геометриядағы кейбір 

тұжырымдарды анықтап оларды қортып шығару жолдары біздің ұсынылып отырған 

мақалада кӛрсетілген.  

Үшбұрышқа қатысты тригонометриялық  қатынастарды қарастырайық. Бізге қажетті 

теоремаларды атап кетейік.  

 Теорема 1 (косинустар теоремасы). [1: 400] Қабырғалары aBC  , bCA  , cAB    

және бір бұрышы  A


 болатын кез келген  ABC  үшбұрышы үшін келесі қатынас 

орындалады 

 

cos
k

c
sh

k

b
sh

k

c
ch

k

b
ch

k

a
ch . 

 

 Теорема 2 (синустар теоремасы). [1: 402]  Қабырғалары ,aBC   ,bCA   cAB    

және бұрыштары ,A


 ,B


 C


  болатын кез келген  ABC үшбұрышы үшін келесі 

қатынас орындалады 

 

 sinsinsin

k

c
sh

k

b
sh

k

a
sh

 .  

 

Теорема 3. [1: 399] Гипотенузасы   ABc  , бір катеті  BCa   және сүйір бұрыштары  

,A


 B


  болатын тік бұрышты   ABC  үшбұрышы үшін келесі теңдіктер орындалады  

 

 sincos, 
k

a
chctgctg

k

c
ch . 

 

Мұнда  k   кеңістіктің қисықтық радиусы. 

Енді осы теоремаларды қолданып келесі тұжырымдарды шығарайық.  

mailto:r.azel@mail.ru
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Есеп 1. Қабырғалары   ,aBC   bCA   және бұрыштары  ,A


 ,B


 C


 болатын кез 

келген  ABC  үшбұрышы берілген. Осы үшбұрыш үшін келесі қатынастың орындалатынын 

дәлелдеңдер  

 sincoscossinsin 
k

b
ch

k

a
ch . 

 

 Дәлелдеу.  Синустар теоремасы бойынша     




sin

sin


k

b
sh

k

c
sh .  Осы мәнді  

косинустар теоремасының  

cos
k

c
sh

k

b
sh

k

c
ch

k

b
ch

k

a
ch  

 

формуласына қоямыз.  Сонда    



cos

sin

sin

k

b
sh

k

b
sh

k

c
ch

k

b
ch

k

a
ch    теңдік пайда болады.  

Енді осы теңдіктің екі жағын    sin     мәніне кӛбейтіп  

 

 sincossinsin 2

k

b
sh

k

c
ch

k

b
ch

k

a
ch 

 
 

теңдікке келеміз.  Қосинустар теоремасын   

 

cos
k

b
sh

k

a
sh

k

b
ch

k

a
ch

k

c
ch  

 

түрінде жазайық. Онда синустар теоремасынан    




sin

sin

k

b
sh

k

a
sh     қатынасты осы  

формулаға қою арқылы келесі формуланы аламыз  

 





cos

sin

sin2

k

b
sh

k

b
ch

k

a
ch

k

c
ch  .  

 

Бұл мәнді жоғарыда осы сияқты шыққан теңдікке койғанда келесі теңдік шығады   





 cossinsin)cos

sin

sin
(sin 22

k

b
sh

k

b
sh

k

b
ch

k

a
ch

k

b
ch

k

a
ch  . 

 

Жақшаны ашамыз, сонда  

 cossincossinsinsin 222

k

b
sh

k

b
sh

k

b
ch

k

a
ch

k

b
ch

k

a
ch  . 

 

Әрі қарай түрлендіру арқылы келесідей аламыз 

)cossincossin(sinsin 22  
k

b
ch

k

b
sh

k

a
ch

k

b
ch

k

a
ch . 

немесе 

)cossincossin(sinsin 22  
k

b
ch

k

b
sh

k

a
ch

k

a
ch

k

b
ch . 

Бұдан 

)cossincossin()1(sin 22  
k

b
ch

k

b
sh

k

b
ch

k

a
ch . 
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 Енді  
k

b
sh

k

b
ch 22 1  болғандықтан ізделінді формуланы шығаруға болады   

 sincoscossinsin 
k

b
ch

k

a
ch . 

Есеп 2. Бір қабырғалары aBC   және бұрыштары ,A


 ,B


 C


 болатын кез келген 

ABC үшбұрышы берілген. Осы үшбұрыш үшін келесі қатынастың орындалатынын 

дәлелдеңдер  

 coscossinsincos 
k

a
ch  

Дәлелдеу.  Жоғарыда дәлелденген тұжырым бойынша:  

 

                                                                   

 

 

 

                                                                               
                                                                             

                                       

                                                             

                                                                          a  

                                                

                                             
                                                                            

                                   A                         b                                        C  
 

 

 

және                                                                  

         

                                                                         

                                 

 

                                                     

                                          b                      

                                         B                                       

                                                           a                                          C  
 

 sincoscossinsin 
k

a
ch

k

b
ch  

 

Екінші теңдікті  бірінші теңдікке койғанда  

 

 sincoscossincoscossinsin 









k

a
ch

k

a
ch . 

 

Жақшаны ашу арқылы 

 

 sincossincoscoscossinsin 2 
k

a
ch

k

a
ch  

B

A
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және   22 sincos1    теңдігін ескере отырып  әрі қарай түрлендіреміз. Сонда 

 sincossincoscossinsin 2 
k

a
ch  

sin  -ға қысқартамыз          coscoscossinsin 
k

a
ch . 

Сонымен, 

 coscossinsincos 
k

a
ch . 

 

Есеп 3.  Табаны  BC  және бұрыштары ,A


 B


 болатын ABC теңбүірлі үшбұрышы 

берілген.Үшбұрыштың қабырғаларын табу керек. 

Шешімі.  А  тӛбесінен  BC  табанына  AN  перпендикуляр жүргіземіз. Бізде ABN  және  ACN 

екі тікбұрышты үшбұрыштары пайда болды. Онда жоғарыда келтірілген теорема 3  бойынша  

қабырғаларын оңай табуға болады:    




ctgctg
k

AB
ch 

2
,      





sin

2
cos

2


k

BC
ch  ,       


ctgctg

k

AC
ch 

2  
 

 

                                                                     A  
 

                                                                 

 

 

 

 

                                         

                                                   

                                       

 

                                       B                           N                                 C  

 

 

Осы бағытта зерттеулерді жүргізуге болады. Евклидттік геометриядағы тұжырымдарды 

гиперболалық геометрияда ұқсас түрінде анықтауға жол бар. Мақалада қелтірілген ойлар 

оқытушыларға, студенттерге, ғылыми  жоба орындаушыларға пайдалы болады деген 

сенімдеміз.  

 

Қолданылған әдебиеттер тізімі 
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