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В данной работе приводятся необходимые и достаточные условия интегрируемости 

сумм рядов по системе Уолша с квазимонотонными коэффициентами. Введем необходимые 

определения и понятия, связанные с системой Уолша [1]. 

Сперва определим функции Радемахера      . Введем функцию  xr0  на интервале 

 1;0 , положив 

 


































1,
2

1
 x1,-

2

1
0, x,1

0 xr . 
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Продолжим эту функцию периодически с периодом 1 на всю числовую ось. После этого 

определим функции     ...,2,1,0   ,20  kxrxr k

k
 представляющие собой сжатия функции  xr0  

в k2  раз.  

Функции  xrk  называются функциями Радемахера. Они имеют период k2 , 

постоянны на двоичных полуинтервалах    







 
 kk

k

m

mm

2

1
,

2
, где ,...1,0 m   и принимают 

на них попеременно значения +1 и -1.  При этом  
   1,0
0

0
 . В точках разрыва 

12 k

m
 функция 

 xrk  непрерывна справа. Отметим, что при  ,...1,0k  и ,...1,0m    справедливо равенство 

 
 






k

k

m

m

k dxxr

2/1

2/

0 . 

Систему функций Уолша в нумерации Пэли обозначают   xwn n



0

.  Положим 

  10 xw . Чтобы определить   1xwn  при 1n , представим натуральное число n  в 

двоичной записи, т.е. в виде   

                                                                           

i
k

i

in 2
0




 ,                                                          (1) 

где  0  ,1  ik  или 1   при 1,...,1,0  ki . Очевидно 
122  kk n , где i

k

i

in 2
0




 .  

Положим 

                                                     

         





1

00

k

i

ik

k

i

in
ii xrxrxrxw


.                                          (2) 

Функции системы Уолша принимают лишь два значения: 1 и -1. В точках разрыва они 

непрерывны справа. 

Отметим, что при 
122  kk n  из  (1) следует равенство 






1

0

22
k

i

i

i

kn  . Поэтому на 

основании (2)  

 

       xwxrxw knkn 2
 .                                    

В частности,     ,...1,0  для  
2

 kxwxr kk  . 

Система функций Уолша ортогональна и нормирована на  1;0 , т.e. 

   









1

0
nm при   0

nm  при   1
dxxwxw nm , 

 

где ,...1,0, nm  . 

Далее введем определение квазимонотонной последовательности. 

Определение. Последовательность {  } неотрицательных чисел называется 

квазимонотонной, если неравенство 

       (  
 

 
) 

выполнено для некоторой константы      и для всех        . 
Эквивалентным определением этого понятия является условие монотонного убывания 

к нулю  последовательности 
  

  
 для некоторого    . 

Класс квазимонотонных последовательностей будем обозначать   . Легко 

проверить, что класс QM  содержит в себе класс монотонных последовательностей как 

собственное подмножество. 
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В работе [2] S.M. Shah найдены условия интегрируемости cо степенным весом сумм 

рядов      ∑   
 
         и      ∑   

 
         с квазимонотонными коэффициентами, 

а именно доказаны следующие утверждения. 

Теорема А. Пусть      . Если       , то из сходимости ∑       
 
     вытекает 

              . 
Теорема Б. Пусть      . Если       , то из сходимости ∑       

 
     вытекает  

              . 
В следующей теореме мы переносим эти результаты на случай рядов по системе 

Уолша. 

Теорема 1. Пусть      ∑   
 
                . Если       , то из сходимости 

∑       
 
     вытекает                . 
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В данном сообщении рассматривается применение одной общей теоремы 

предложенной И.Д. Исмоиловым о теории делимости специальных множеств. 

Сначала рассмотрим некоторые примеры: 

 123  nn
 всегда кратно 

22  при любом n. Это более - менее легко доказывается 

методом математической индукции. 

1990101  nn
 всегда кратно 2100 при любом n. Здесь уже происходит усложнение 

задачи. По мере возрастания величин все труднее становится расчет таких примеров.        

Сформулируем и докажем общую теорему, предложенную И.Д. Исмоиловым, из 

которой следуют многочисленные примеры о делимости на полный квадрат. 

Справедливо равенство: 

)()1(1 gPgg n
n  ;   

где 
12 ...1)(  n

n ggggP  – круговой многочлен. 

Применим формулу для суммы членов геометрической прогрессии:  

1

1
)(






g

g
gP

n

n
, 

где g – знаменатель прогрессии. 

Далее несколько поточнее изучим 1ng  при 2g  







1

0
)1()()1(1

n

k
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Отсюда получим: 

 


 

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