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систем. 

Лемма.   Пусть  2,<<1 q     

1=}{ nn  - ортонормированная система,   M|||| n , 

1,2,3,...=n    xmff m

Zm

)(~ 


, тогда для любого конечного подмножества А из Z  имеет 

место неравенство 
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Tеорема 1.  Пусть  

1=}{ nn  - ортонормированная система,  Mn |||| , 1,2,3,...=n  

Тогда для любого  [0,1],2,rLf     r<2  выполнено неравенство 
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Tеорема  2.  Пусть  

1=}{ nn -  ортонормированная система,  Mn |||| , 1,2,3,...=n  

Тогда для любой функции из  [0,1],2,rL   при  2<1 r  имеет место следующее неравенство  
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Рассмотрим физически реализуемую последовательность )(nx , т.е. 0)( nx  при 

.0n  Пусть 
)(),(  j

M
j

Д eXeX
 – действительная и мнимая части преобразования Фурье 

последовательности )(nx , т.е. 

)()()(  j
M

j
Д

j ejXeXeX 
. 

Введем 
)(nxч , четную часть )(nx , как 

)].()([
2

1
)( nxnxnxч 

 

Тогда )(nx  можно записать в виде 

),()(2)( nsnxnx ч                                                               (1) 

где  
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Используя формулу (1), найдем значения z -преобразования )(nx в точках z , лежащих 

вне единичной окружности )1,(  rrez j . Оно равно  

 





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jnnj ernsnxernxreX  )()(2)()(  .                   (2) 

Правая часть равенства (2) представляет собой преобразование Фурье 

последовательности  

].)()][(2[)( n
ч rnsnxny   

 Поскольку последовательность )(ny равна произведению двух последовательностей, 

ее преобразование Фурье можно найти с помощью теоремы о комплексной свертке в виде 

свертки преобразований Фурье отдельных сомножителей, т.е. 

.)(
2

1
|)()(

1

1

v

dv

vre

vre
vX

j
zXreX

C
j

j

Дrez

j
j  























 





               (3) 

 Равенство (3) связывает значения функции )( jreX в точках, лежащих вне единичной 

окружности, со значениями ее действительной части )(zX Д  на единичной окружности. 

 Аналогично можно получить соотношение, связывающее )( jeX  с )( j
М eX . 

Представим )(nx  в виде 

),()0()()(2)( 0 nuxnsnxnx Н   

где )(nxН нечетная составляющая )(nx , определяемая  как  

)].()([
2

1
)( nxnxnxН              

 В этом случае выражение для )( jreX  имеет вид 
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контуром интегрирования по-прежнему является единичная окружность.  

 Соотношение, связывающее )( j
M eX  и )( j

Д eX ,  определяется следующим 

образом (см. [1]) 
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Эти соотношения называют парой дискретных преобразований Гильберта. Они 

позволяют определить мнимую часть частотной характеристики физически реализуемой 

системы по ее действительной части и, наоборот, действительную часть частотной 

характеристики по ее мнимой части.  

 Одной из наиболее важных областей применения преобразования Гильберта являются 

системы модуляции. В них (например, в системах однополосной модуляции) часто 

обрабатываются комплексные полосовые сигналы. Такие сигналы характерны тем, что на 

нижней половине единичной окружности их спектр равен нулю. Таким образом )(nv , если 

относится к рассматриваемому классу сигналов, его преобразование Фурье 

 2,0)( jeV .                  (4) 

Ясно, что сигнал является комплексным, поскольку преобразование Фурье 

действительного сигнала удовлетворяет соотношению 

)()(*  jj eVeV 
, 

если бы сигнал был действительным, то из данного равенства следовало бы, что .0)( jeV  

Комплексный сигнал можно представить в виде 

)(ˆ)()( nxjnxnv  , 

где )(ˆ),( nxnx действительные последовательности. Равенство (4) выполняется, если  

0)()()(   jjj ejXeXeV  при  2             

или 

)()(ˆ  jj ejXeX  ,  2 . 

Поскольку последовательности )(),(ˆ nxnx  действительные, то ясно, что 

  0),()(ˆ jj ejXeX . 

 Таким образом, сигнал )(ˆ nx  можно получить, пропустив сигнал )(nx  через фильтр с 

частотной характеристикой 
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eH j                                                  (5) 

 При этом )(2)(  jj eXeV   на интервале  0  и 0)( jeV  на интервале 

 2 , как и было принято. Импульсная характеристика фильтра с частотной 

характеристикой вида (5) получается из обратного преобразования Фурье частотной 

характеристики (5): 
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)2/(sin2
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nh 


                                                    (6) 

Равенства (5) и (6) описывают идеальный цифровой преобразователь Гильберта.  

Поскольку последовательность )(ˆ nx  можно получить, пропуская )(nx  через фильтр, 

то эти две последовательности связаны соотношением типа свертки: 

.
)2/(sin
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2

)(ˆ
2

m

m
mnxnx

nm
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






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             (7) 

 Аналогичным образом из )(ˆ nx с помощью фильтра, импульсная характеристика 

которого описывается выражением (6) с обратным знаком, можно получить )(nx . 

Следовательно, 

.
)2/(sin

)(ˆ
2

)(
2

m

m
mnxnx

nm
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

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                     (8) 

 Равенства (7) и (8) представляют собой пару преобразований Гильберта для 

действительных сигналов )(ˆ),( nxnx . 
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В работе рассматривается оператор свертки  

 .)()(=))(*(=))(( dxxfyxKyfKyAf 



 (1) 

Есть множество работ связанных с изучением ограниченности оператора свертки в 

различных пространствах. Одними из первых результатов в этой области являются 

неравенство Юнга  
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