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УДК 004.05:006 

ТҦРАҚТАЛҒАН  ЖЫЛУ ӚТКІЗГІШТІК ЖӘНЕ ТЕРМО-ШЕКТІ  ҦЗЫНДЫҚТАҒЫ 

СТЕРЖЕНЬГЕ ӘР ТҤРЛІ ЖЫЛУ КӚЗДЕРІ ӘСЕР ЕТКЕНДЕ ПАЙДА  БОЛЫТЫН 

ТЕРМО-МЕХАНИКАЛЫҚ ПРОЦЕСТЕРДІ  ЗЕРТТЕУ  АЛГОРИТМІ ЖӘНЕ ӘДІСІ 

 

Қалман Гҥлжамал 

Knay_b@mail.ru 

Л.Н.Гумилев атындағы ЕҦУ Ақпараттық технологиялар факультетінің 6M070400– есептеу 

техникасы және бағдарламалық қамтамасыз ету» мамандығының 2 курс магистранты,Астана, 

Қазақстан 

Ғылыми жетекшісі – ф.-м.ғ.д., профессор                                                                      

Кудайкулов .А.К 

 

Мҧнда энергияның сақталу заңынан пайдаланып бҥйір беті толықтай 

изоляциаланған шекті  ҧзындықтағы горизонталь стерженьнің сол шетіндегі кӛлденең 

қима ауданына жылу ағыны тҥсіп, екінші шетіндегі кӛлденең қима ауданы арқылы оны 

орап тҧрған сыртқы ортамен жылу алмасу болған жағдайда стержень ҧзындығы бойынша 

тҧрақталған жылу ӛрісі  табылады.Сондай – ақ сол жылу кӛздері әсерінен стерженьнің 

созылу мӛлшері табылады,одан соң егер сол стерженьнің екі шеті мықтап бекітілген 

жағдайда одан пайда болатын сығушы кҥш әр тҥрлі деформациялармен кернеулердің 

тҧрақталған ӛрістері  табылады. 

Бізге  ҧзындығы  ][cmL болған, кӛлденең қима ауданы  ][ 2cmF болып, ол ҧзындық 

бойынша тҧрақты горизанталь стержень берілген болсын. Бҧл стерженьнің бҥйір беті 

жылу ӛткізбейтын қабатпен қапталған болсын. Сол стерженьнің сол шетіндегі кӛлденең 

қима ауданына  ][
2cm

BT
q жылу ағыны тҥсіп тҧрған болсын, ал оның оң шетіндегі кӛлденең 

қима ауданы арқылы оны орап тҧрған ортамен жылу алмассын. Мҧнда жылу алмасу 

коэффцитенті 








ccm

BT
h

2
,сыртқы ортаның температурасы ][ cTco  болсын. Мҧнда 

стерженьнің кӛлденең қима ауданы әр тҥрлі формада болуы мҥмкін.Мысалы: дӛңгелек, 

элипс, ҥшбҧрыш, тӛртбҧрыш, кӛпбҧрыш және т.б болу мҥмкін. Стержень материялының 

жылу ӛткізгіштік коэффиценті 








ccm

BT
K xx , жылу кеңею коэффициенті 









c

1
 , ал стержень 

моделі 







2cm

kg
E . Берілген есептің сызбасы. 

 
1-сурет бҥйір беті толықтай изоляциаланған шекті  ҧзындықтағы горизонталь 

стержень.   

Мынадай мәселені қарастыру керек . 

1. Стержень ҧзындығы бойынша тҧрақталған жылу ӛрісін энергияның сақталу 

заңын пайдаланып табу керек. 

mailto:Knay_b@mail.ru
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1.1 Берілген стерженьнің ҧзындығы бойынша тҧрақталған жылу ӛрісі екінші 

дәрежелі полиноммен орнектейік. Яғни [1] 

                                              constcbaLxcbxaxxT  ,,;0,)( 2   (1) 

Мҧнда  kji TxTTxTTxT  )1(;)
2

1
(;)0( . 

Онда (1 )-ден пайдаланып теңдеулер жҥйесін қҧрамыз. 

  

k

j

i

TcLbLa

Tc
L

b
L

a

Tcba







**

24

0*0*

2

2

(2)          

Бҧдан a,b,c мәндерін анықтаймыз. 

iTc   (3) 

 (2 )-ны (3)-ге қойып мынадай жҥйе аламыз. 

ik

ij

TTLbaL

TTbLaL

4*

442

2

2





        (4) 

L

TTT
b

TTTbL

kij

ikj






34

34

          (5) 

Осыдан (4)ны (2)-ші теңдеуге қойып  а-ның мәнін табамыз 

  ik

kij
TTL

L

TTT
aL 


 ,

34
   (6 ) 

Енді (3) пен (6)-ны (1)-ге қойып )(xT - ты анықтаймыз 

kji T
L

x

L

x
T

L

x

L

x
T

L

x

L

x
xT *

2
*

44
*1

32
)(

2

2

2

2

2

2



























      (7) 

Мҧндағы  kji TTT ,, мәндері әзірге белгісіз, Соңғы ӛрнеке мынадай белгілеулер 

енгіземіз. 








 








 








 


2

2

2

2

2

22 2
)(,

44
)(,

32
)(

L

Lxx
x

L

xLx
x

L

LLxx
x kji    (8) 

Бҧл функцияларды апроксимациялық сплайн функциялар деп атаймыз,Бҧл 

функциялардың мынадай қасиеттеі бар. 

















Lx

x

x

xi

,0
2

1
,0

0,1

)(         
















Lx

x

x

xj

,0
2

1
,1

0,0

)(           
















Lx

L
x

x

xk

,1
2

,0

0,0

)(   (9)      

   Сондай-ақ 

1
24432

)()()(
2

2222





L

LxxxLxLLxx
xxx kji   

;
4

;
84

;
34)(

2

2

2

L

Lx

x

L

xL

x

L

Lx

x

x

k

j

i




























(10) 
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0
48434

2



















L

LxXLLx

xxx

kji 
    (11) 

     Онда (7,8,11 )-ден пайдаланып стержень ҧзындығы бойынша температура градиентін 

табуга болады.         LxT
L

Lx
T

L

xL
T

L

Lx

dx

dT

x

T
kji 













0,*

484
*

34
222

   ( 12) 

Зерттеліп жатқан мәселе ҥшін толық жылу энергияны ӛрнектейтін функционалды 

формуласы.                 dv
dx

dt
dsTTqTdsJ

v

K

xs xs
co

xx 2

2
)0( )1(

2 )()(   
 

  (13) 

Мҧнда s(x=0), s(x=l) стерженьнің сол және оң кӛлденең қима аудандары, V стержень 

кӛлемі. Енді J-нің ӛрнегіндегі әр бір интегралды бӛлек-бӛлек зерттейік.  

  


)0(
1

xs
qTdsJ - бҧл стерженьнің сол шетіндегі кӛлденең қима ауданы арқылы 

стерженьнің ішіне кіретін жылу мӛлшері. 

i

xs

TqFqTJ 



)0(

1 ** - мҧндағы F- стерженьнің сол шетіндегі кӛлденең қима ауданы. 

Енді (13 )-ӛрнектегі екінші интегралды зерттеймыз. 

dsTT
h

J co
xs

2

)2(
2 )(

2
  

- бҧл стерженьнің оң шетіндегі кӛлденең қима ауданы 

арқылы, сол ауданы орап тҧрған мҧхитқа стерженьнен ӛтетін жылу мӛлшерін береді, 

2J мәні мынадай болады. 

22

)0(

2 )(
2

)(
2

cokco

xs

TT
Fh

dsTT
h

J  


       (15) 

Мҧнда F Стерженьнің оң шетіндегі кӛлденең қима ауданы. (13 )-ны  формуладағы сонғы 

кӛлем бойынша интеграл.                        dv
dx

dtK
J

V

xx 2

3 )(
2  

бҧл стержень кӛлемінде шоғырланған жылу мӛлшері. Стержень ҥшін 3J -ді былайша жазуға 

болады.

dxT
L

Lx
T

L

xL
T

L

Lx

L

KF
dx

dx

dtKF
dv

dx

dtK
j

l

kji
xx

l

xx

v

xx

 






 








0

2

2222

0

22

3 *
4

*
84

*
34*

)(
2

*
)(

2
 

Бҧл ӛрнекттің интегралданған кӛрінісі мынадай болады. 

222

3 162167(
6

kjkjjii
xx TTTTTTT

L

FK
J    (17) 

Енді 321 ,, JJJ -терді (13 )-ке койсақ J-дің интегралданған мәнін аламыз.         

2222

1 16162167(
6

)(
2

** kjkjkjjii
xx

cok TTTTTTTTT
L

FK
TT

Fh
TqFJ       (18) 

Бҧл ӛрнекте жақша ішіндегі температурлар алдындағы коэффициенттер қосындысы 

нӛлгетең, Бҧл теңдік алынған ӛрнекте энергияның сақталу заңы орындалып тҧрғанын 

білдіреді. 

Енді (13)-және (18)-дегі шешуші ӛлшем бірліктерді қарап кӛрейік.Мысалы (13 )ӛрнектегі 

ӛлшем бірліктер мынадай болады    

].[]..[].[].[ 3

2

2
2

2

2

2
cBtcm

cm

c

ccm

Bt
cmc

ccm

Bt
cmc

cm

Bt
J 







  

Сонымен (18)-функционалдық ӛрнегі біз зерттемекші болған стерженьдегі 

тҧрақталған жылу мӛлшерін білдіреді. Егер біз іздеп жатқан T=T(x) жылу ӛрісі 

мәселеміздің шешімі болса онда ол J функционалдыға минимум беруі керек. Осы 

заңдылықты пайдалана отырып мынадай шешуші теңдеулер жҧйесін қҧруға болады.  
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0)14162(
6

*

0)321616(0

0)21614(
6

.
0
















kji
xx

cok

k

jki

j

kji
xx

i

TTT
L

KF
FqTFqT

T

j

TTT
T

j

TTT
L

KF
Fq

T

j

 

Бҧл теңдеулер алынған шешуші теңдеулер жҥйесінде энергияның сақтау заңының 

орындалып тҧрғанының белгісі болып табылады. Енді (19 ) ӛрнектегі kji TTT ,,   мәнін 

табамыз.       

;;
2

;
h

q
TT

K

qL

h

q
TT

K

qL

h

q
TT cok

xx

coj

xx

coi             (20) 

Табылған мәндерді (7)-ге қойып стержень ҧзындығы бойынша тҧрақталған жылу ӛрісін 

табамыз. 

Lxx
h

q

K

qL

h

q
TKLhqTxTT

xx

coxxco  0;*)(),,,,,(  (21) 

табылған анықтамалық шешім 6 нормаметрге тәуелді болады екен, Мҧнда 

xxxx

co
K

q
B

K

qL

h

q
TA  );

2
(   белгілеулер енгіземіз.Онда стержень ҧзындығы бойынша 

тҧрақталған жылу ӛрісі сызықты болады. 

xBAKLhqTxT xxco *),,,,,(      (22) 

Мҧндағы  q-дің мәні теріс таңбалы. Ал        xxco KLhT ,,,   оң мәнді болады.Стержень 

ҧзындығы бойынша тҧрақталған жылу ӛрісі екінші дәрежелі толық полиноммен 

ӛрнектегенде ол сызықты , Бҧған себеп энергияның сақталу заңын қолданғанымыз болды.  

2 .Стержень тҧрақталған жылу ӛрісі әсерінен созылуы. 

Зерттеліп жатқан гоизонталь стерженьнің сол шеті мықтап бекітілген, оң шеті бос 

болсын. Онда ол стержень тҧрақталған жылу ӛрісі әсерінен созылады. Оның созылу 

мӛлшері жылу физикасы заңына сәйкес мынадай болады. 


L

T dxxTL
0

)(*           (23) 

Мҧнда    - стержень материялының жылудан кеңею коффиценті. Жалпы жағдайда 

  температураның мәніне тәуеді болады, ))(( xT   тәуелділік функционалдық 

байланыс орнатылады.Онда стерженьнің ҧзындығы : 



L

T dxxTxTL
0

)(*)(*         (24) 

Ал температураның мәні аса жоғары болмаса, онда  =const деп аламыз, 

Оның ҧзындығы мынадай болады. 
L

T dxxTL
0

)(*  Онда біздің мысалда 

стерженьнің тҧрақталған жылу ӛрісі әсерінен ҧзаруы (22,25) ӛрнектердің кӛлемімен 

былайша табылады. 
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coxxcoTT
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K

Lq

h

q
TLKLhqTLL

2

**
*),,,,,(           (26) 

       Мҧнда тҧрақталған жылу ӛрісі әсерінен стерженьнің ҧзындығы  

xxco KLhqT ,,,,, параметрлердің мәндеріне тәуелді болады. 
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 Мҧнда энергияның сақталу заңынан пайдаланып бҥйір беті толықтай 

изоляциаланған шекті  ҧзындықтағы горизонталь стерженьнің жылу кӛздері әсерінен 

стерженьнің созылу мӛлшері табылады,одан соң егер сол стерженьнің екі шеті мықтап 

бекітілген жағдайда одан пайда болатын сығушы кҥш әр тҥрлі деформациялармен 

кернеулердің тҧрақталған ӛрістері  табылады. 

Біз зерттеп жатқан стерженьнің екі шеті мықтап бекітілген болсын, онда 

тҧрақталған жылу ӛрісі әсерінен сығушы кҥш пайда болады (1-суретте)   

 

 
1-сурет. Екі шеті бекітілген стерженьдегі пайда болған сығушы кҥштер 

Бҧл мәселеде кҥштердің тепе-теңдік теңдеуін қҧрамыз. 

0 BA RR                    (1) 

     Мҧнда (1) теңдеуде екі белгісіз болсын, бҧл мәселе статикалық анықталмаған 

мәселе  болып табылады, сондақтанда бҧл мәселені шешу ҥшін мынадай амал етеміз. 

Алдымен сол шеті бекітілген, ал оң шеті бос болсын оған оның ӛсі бойынша бағытталған 

сығушы кҥш әсеріндегі стерженьді қарастырамыз(сурет 3) 
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