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где  по-прежнему зависит от и . Таким образом, доказано утверждение а). А 

утверждения б) и в) следуют из оценки (6). 
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Математикалық анализ курсынан меншіксіз интеграл мен сандық қатар туралы 

келесі теорема белгілі. 

Теорема (Маклорен – Коши [1]). 𝑓функциясы   ,    аралықта монотонды кемімелі 
функция болсын. Онда келесі 

 

∑𝑓   

 

   

 

 

қатармен  келесі интеграл  

 

∫ 𝑓     

 

 

 

 

 бірдей жинақталады немесежинақталмайды. 

Осы теореманың жалпы түрін 1871 жылы В.П.Ермаков дәлелдеді ([1]).  

Теорема (Ермаков белгісі ).  >   үшін 𝑓 үзіліссіз, теріс емес монотонды кемімелі 

функция болсын. Онда, егер жеткілікті үлкен   үшін келесі теңсіздік орындалса, 
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 𝑓      𝑓     , 
 

ɨɧɞɚ ∑ 𝑓        ԕɚɬɚɪɵ ɠɢɧɚԕɬɚɥɦɚɣɞɵ. 
    Ɉɫɵ ɬɟɨɪɟɦɚɧɵң ɲɟɤɬіɤ ɬԛɪіɧ ɂ.ȼ. Ɍɟɪɟɳɟɧɤɨ [3] ɞԥɥɟɥɞɟɞі.   ɋɨңԑɵ ɠɵɥɞɚɪɵ 

ɦɨɧɨɬɨɧɞɵ ɤɟɦіɦɟɥі ɮɭɧɤɰɢɹɥɚɪ ɤɥɚɫɵɧɵң ɛіɪɧɟɲɟ ɠɚɥɩɵ ɬԛɪɥɟɪі ɚɧɵԕɬɚɥɞɵ [2].  
ȿɪɦɚɤɨɜ ɛɟɥɝіɫіɧің ɠɚɥɩɵ ɬԛɪі [2] ɦɚԕɚɥɚɞɚ ɞԥɥɟɥɞɟɧɝɟɧ. 

Ⱥɧɵԕɬɚɦɚ([2]). Ⱥɣɬɚɥɵԕ f  ɮɭɧɤɰɢɹɫɵ [1, ) ɚɧɵԕɬɚɥɫɵɧ. ȿɝɟɪ   >  ,      ,    ,      
ɤɟɥɟɫі ɬɟңɫіɡɞіɤ  𝑓   ≤   𝑓   ɨɪɵɧɞɚɥɫɚ, f  ԥɥɫіɡ ɦɨɧɨɬɨɧɞɵ ɮɭɧɤɰɢɹ ɞɟɩ ɚɬɚɥɚɞɵ. 
Ɉɧɞɚɣ ɮɭɧɤɰɢɹɥɚɪ ɠɢɵɧɵɧ  WM ɫɢɦɜɨɥɵɦɟɧ ɛɟɥɝіɥɟɣɞі. 
ȿɝɟɪ  𝐹 ɦɨɧɨɬɨɧɞɵ ɤɟɦіɦɟɥі ɮɭɧɤɰɢɹɥɚɪ ɠɢɵɧɵ ɛɨɥɫɚ,  𝐹      

Ɉɫɵ ɚɧɵԕɬɚɦɚԑɚ ɛɚɣɥɚɧɵɫɬɵ[2] ɦɚԕɚɥɚɞɚ ɤɟɥɟɫі ɬɟɨɪɟɦɚ ɞԥɥɟɥɞɟɧɝɟɧ. 
Ɍɟɨɪɟɦɚ 1. Ⱥɣɬɚɥɵԕ 𝑓     ɠԥɧɟ      ɦɨɧɨɬɨɧɞɵ ԧɫɩɟɥі ɨң ɮɭɧɤɰɢɹ ɠԥɧɟ ɨɧɵң 

ɬɭɵɧɞɵɫɵ ԛɡіɥіɫɫіɡ ɛɨɥɫɵɧ,     >    . ȿɝɟɪ  
 𝑓(    ൯     𝑓   ≤  <   

 

ɛɨɥɫɚ, ɨɧɞɚ ɤɟɥɟɫі ɢɧɬɟɝɪɚɥ  
 ∫ 𝑓      

  

 

ɠɢɧɚԕɬɵ ɛɨɥɚɞɵ. 
ȿɝɟɪ    (    ൯         >   ɛɨɥɫɚ, ɨɧɞɚ ɤɟɥɟɫі ɢɧɬɟɝɪɚɥ 

 ∫ 𝑓      
  

ɠɢɧɚԕɬɚɥɦɚɣɞɵ. 
ȿɫɤɟɪɬɭ. ȿɝɟɪ        ,ɨɧɞɚ 1-ɬɟɨɪɟɦɚɞɚɧ ȿɪɦɚɤɨɜɬɟɨɪɟɦɚɫɵ ɲɵԑɚɞɵ. 
1-ɬɟɨɪɟɦɚɧɵң ɲɟɤɬіɤ ɠɚԑɞɚɣɵ [4] ɦɚԕɚɥɚɞɚ ɞԥɥɟɥɞɟɧɝɟɧ. 
Ȼіɡɞің ɦɚԕɫɚɬɵɦɵɡ [4] ɦɚԕɚɥɚɞɚԑɵ ɬɟɨɪɟɦɚɧɵң ɠɚɥɩɵ ɠɚԑɞɚɣɵɧ ɞԥɥɟɥɞɟɭ. 
 Ɏɭɧɤɰɢɹɧɵң ɞɟɪɛɟɫ ɲɟɤɬɟɪіɧің ɟң ԛɥɤɟɧі ɛɟɪіɥɝɟɧ f ɮɭɧɤɰɢɹɫɵɧɵң ɠɨԑɚɪԑɵ ɲɟɝі ɞɟɩ 
ɚɬɚɥɚɞɵ.  Ȼɟɥɝіɥɟɭі        𝑓   . Ɏɭɧɤɰɢɹɧɵң ɞɟɪɛɟɫ ɲɟɤɬɟɪіɧің ɟң ɤіɲіɫі ɛɟɪіɥɝɟɧ  f 
ɮɭɧɤɰɢɹɫɵɧɵң ɬԧɦɟɧɝі ɲɟɝі ɞɟɩ ɚɬɚɥɚɞɵ. Ȼɟɥɝіɥɟɭі        f(x) 

Ɍɟɨɪɟɦɚ 2(Ɇɟɧɲіɤɫіɡ ɢɧɬɟɝɪɚɥ ԛɲіɧ ȿɪɦɚɤɨɜ ɛɟɥɝіɫіɧің ɠɚɥɩɵ ɬԛɪі) 
Ⱥɣɬɚɥɵԕ f  WM ɠԥɧɟ      ɦɨɧɨɬɨɧɞɵ ԧɫɩɟɥі ɨң ɮɭɧɤɰɢɹ ɠԥɧɟ ɬɭɵɧɞɵɫɵ ԛɡіɥіɫɫіɡ 
ɛɨɥɫɵɧ,    >    . ȿɝɟɪ        𝑓(    ൯     𝑓     <   

  ɛɨɥɫɚ, ɨɧɞɚ ɦɟɧɲіɤɫіɡ ɢɧɬɟɝɪɚɥ ∫ 𝑓      
  

ɠɢɧɚԕɬɚɥɚɞɵ. ȿɝɟɪ 
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       𝑓(    ൯     𝑓     >   

 

  ɛɨɥɫɚ, ɨɧɞɚ ɦɟɧɲіɤɫіɡ ɢɧɬɟɝɪɚɥ ∫ 𝑓      
  

ɠɢɧɚԕɬɚɥɦɚɣɞɵ. 
Ⱦ ԥ ɥ ɟ ɥ ɞ ɟ ɭ і:  ɀɨԑɚɪԑɵ ɲɟɤɬің ɚɧɵԕɬɚɦɚɫɵ ɛɨɣɵɧɲɚ  {  },                :         (     ൯                    (    ൯           <  . 

 

ɋɚɧɞɵԕ ɬіɡɛɟɤɬің  ɲɟɝіɧің ɚɧɵԕɬɚɦɚɫɵ ɛɨɣɵɧɲɚ   
   >  ,        ,   >    | (     ൯             | <    ɹԑɧɢ      < 𝑓(     ൯      𝑓    <    ,    >       <   ∫ 𝑓                                                   (   ൯ ∫ 𝑓(    ൯       <            ∫ 𝑓          . 

ɋɨɧɞɵԕɬɚɧ  

(        ൯ ∫ 𝑓     ≤        [ ∫ 𝑓       
   

 ∫ 𝑓          
 (   ൯ ]     

 (   ൯
       [ ∫ 𝑓       

   
 ∫ 𝑓       

 (   ൯  ∫ 𝑓       
 (   ൯  ∫ 𝑓          

 (   ൯ ]
       [ ∫ 𝑓      (   ൯

   
 ∫ 𝑓          

  ] ≤       ∫ 𝑓      (   ൯
   

 

ɋɨɧɵɦɟɧ 

∫ 𝑓     ≤                ∫ 𝑓      (   ൯
   

 ,   >        
 (   ൯  

Ɉɫɵ ɬіɡɛɟɤɬің ɟɤі ɠɚԑɵɧɚ   

∫ 𝑓      (   ൯
   

 

ɫɚɧɵɧ ԕɨɫɚɦɵɡ, ɨɧɞɚ  

∫ 𝑓     ≤ (               ) ∫ 𝑓      (   ൯
   

 ,     
 (   ൯   >    

Ɍɟɨɪɟɦɚɧɵң ɲɚɪɬɵ ɛɨɣɵɧɲɚ     >  . ɋɨɧɞɵԕɬɚɧ  

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)

3

http://www.tcpdf.org


1213 

 

∫ 𝑓     ≤           ∫ 𝑓      (   ൯
   

        
 (   ൯  ,   >    

ɋɨɧɵɦɟɧ ԧɫɩɟɥіɫɚɧɞɵԕ ɬіɡɛɟɤ  {∫ 𝑓             }        ɠɨԑɚɪɵɞɚɧ ɲɟɧɟɥɝɟɧ, ɹԑɧɢ ɨɥ ɬіɡɛɟɤ 
ɠɢɧɚԕɬɚɥɚɞɵ. ɋɨɧɞɵԕɬɚɧ ɚɧɵԕɬɚɦɚ ɛɨɣɵɧɲɚ ɦɟɧɲіɤɫіɡ ɢɧɬɟɝɪɚɥ ɠɢɧɚԕɬɚɥɚɞɵ. 
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ɫɵɡɵԕɬɵ ɚɧɵԕɬɚɥɭ ɨɛɥɵɫɵ  ɤɟңіɫɬіɝіɧɟ ɬɵԑɵɡ ɨɪɧɚɥɚɫԕɚɧ ɬԝɣɵԕ 
ɨɩɟɪɚɬɨɪ ɛɨɥɫɵɧ. 

                                                                   (1) 

ɬɟңɞɟɭіɧ ԕɚɪɚɫɬɵɪɚɣɵԕ. 
 ɛɨɥԑɚɧɞɵԕɬɚɧ 

 

ɬɟңɞіɝі ɨɪɵɧɞɚɥɚɞɵ. Ɉɫɵ ɬɟңɞіɤɬі ɩɚɣɞɚɥɚɧɵɩ (1) ɬɟңɞɟɭɞі 

 

ɧɟɦɟɫɟ 

                                         (2) 

ɬԛɪіɧɞɟ ɠɚɡɭԑɚ ɛɨɥɚɞɵ [1], [2]. 

Ɇԝɧɞɚԑɵ 

 ɛɟɣɧɟɥɟɣɬіɧ, ԥɫɟɪі 
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