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Важность изучения обобщенных пространств Лоренца [1, 2] обусловлена их значимостью 

в математическом анализе и разнообразных приложениях. Эти пространства предоставляют 

мощный инструментарий для описания свойств функций и операторов, находя применение в 

таких областях, как теория приближений, оптимизация и решение частичных дифференциальных 

уравнений [3, 4]. Обобщение классических пространств Лоренца позволяет углубить понимание 

свойств функциональных пространств и расширить возможности их использования в 

математических исследованиях и приложениях. 

Интерес к обобщенным пространствам Лоренца возрос в последние годы, благодаря их 

способности обеспечить более глубокое понимание свойств функций и операторов, что 

доказывается множеством публикаций, включая работы Перссона и его коллег [1, 5, 6, 7]. 

Актуальность данного исследования обусловлена стремлением развить эти идеи дальше, 

предложив новые методы анализа, способные найти применение в широком спектре научных и 

инженерных задач. 

Исследования обобщенных пространств Лоренца начались с работ Лоренца [2] и 

продолжились разработками в области теории вложения, интерполяции и свойств компактности 

[3, 8, 4]. Последующие работы Перссона и других авторов [5, 6, 7, 9, 10] значительно расширили 

эти идеи, исследуя применение обобщенных пространств Лоренца в анализе Фурье и других 

областях математики. Развитие теоретических основ этих пространств также способствовало 

появлению новых направлений в математическом анализе и смежных дисциплинах. 

Целью данной статьи является углубление понимания обобщенных пространств Лоренца 

и разработка новых методологий их применения в математических исследованиях и 

практических задачах. Конкретныезадачивключают в себя: 

1. Формулировка основных свойств и неравенств для обобщенных пространств Лоренца, 

в том числе теорем вложения и неравенств Минковского. 

2. Разработка и анализ дискретных аналогов обобщенных пространств Лоренца, что 

позволит расширить их применение в численных методах. 

3. Исследование сопряженных свойств обобщенных пространств Лоренца и их 

использование в задачах оптимизации и теории управления. 

4. Применение полученных результатов к решению конкретных математических и 

прикладных задач, демонстрирующих их эффективность и универсальность. 

Таким образом, данное исследование направлено на расширение теоретических основ и 

разработку новых инструментов для анализа и применения обобщенных пространств Лоренца, 

что будет способствовать их более широкому использованию в математике и смежных 

дисциплинах. 

Пусть 𝜔(𝑡) – неотрицательная функция на [0,1]. Обобщенное пространство Лоренца 

Λ𝑞(𝜔) — это множество всех измеримых функций 𝑓 на [0,1] таких что: если 0 < q ≤ ∞, то 

 

Λ𝑞(𝜔) = {f:∫  
1

0

  (𝑓∗(𝑡)𝜔(𝑡))
𝑞 𝑑𝑡

𝑡
< ∞}. 

Если q < ∞, то 
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∥ 𝑓 ∥Λ𝑞(𝜔)≔ (∫  
1

0

  (𝑓∗(𝑡)𝜔(𝑡)𝑞
𝑑𝑡

𝑡
)

1

𝑞

. 

Если q = ∞, то 

Λ∞(𝜔) = {𝑓: sup
0≤𝑡≤1

 𝑓∗(𝑡)𝜔(𝑡) < ∞} ,

∥ 𝑓 ∥Λ∞(𝜔)≔ sup
0≤𝑡≤1

 𝑓∗(𝑡)𝜔(𝑡),
 

 

где 𝑓∗(𝑡) – невозрастающая перестановка функции 𝑓(𝑡) [5]. 

Пусть 𝜇 = {𝜇}𝑘=1
∞  последовательность неотрицательных чисел. Дискретное обобщенное 

пространства Лоренца определим следующим образом. 

𝜆𝑞(𝜇) = {𝑎 = {𝑎}𝑘=1
∞ :∑  

∞

𝑘=1

 𝑎𝑘
∗ (𝜇(𝑘))𝑞

1

𝑘
< ∞}. 

Если 𝑞 < ∞, то 

∥ 𝑎 ∥𝜆𝑞(𝜇)= (∑  

∞

𝑘=1

  (𝑎𝑘
∗𝜇(𝑘))

𝑞 1

𝑘
)

1

𝑞

 

Если 𝑞 = ∞, то 

𝜆∞(𝜇) = {𝑎 = {𝑎}𝑘=1
∞ : sup

𝑘∈ℕ
 𝑎𝑘
∗𝜇(𝑘)) < ∞} ,

∥ 𝑎 ∥𝜆∞(𝜇)= sup
𝑘∈ℕ

 𝑎𝑘
∗𝜇(𝑘).

 

 

Пусть 𝛿 > 0 и 𝜔(𝑡) - неотрицательная функция на [0, +∞). Определим класс функции 𝐴𝛿  

: 

𝐴𝛿 = {
𝜔(𝑡): 𝜔(𝑡)𝑡−𝛿 − возрастающая функция,

𝜔(𝑡)𝑡−1+𝛿 − убывающая функция
}. 

Тогда класс 𝐴 определяется следующим образом: 

𝐴 = U𝛿>0𝐴𝛿 . 

Замечание. Когда 𝜔(𝑡) = 𝑡
1

𝑝, 1 < 𝑝 < ∞, то обобщенное пространство Лоренца 𝐿𝑝𝑞 

совпадает с классическим пространством Лоренца 𝐿𝑝𝑞. 

Теорема 1. Если 1 ≤ 𝑞 < 𝑞1 ≤ ∞, где 𝜔𝜖𝑐 ⇒ 

Λ𝑞(𝜔) ↪ Λ𝑞1(𝜔) 

то для каждого 𝑓𝜖Λ𝑞(𝜔) сушествует такое, что: 

∥ 𝑓 ∥Λ𝑞1(𝜔)≤ 𝑐 ∥ 𝑓 ∥Λ𝑞(𝜔). 

Теорема 2. (Неравенство Минковского) 

0 < 𝑞 ≤ ∞ и 𝜔 из класса 𝐴. Если 𝑓 ∈ Λ𝑞(𝜔), 𝑔 ∈ Λ𝑞(𝜔), то 𝑓 + 𝑔 ∈ Λ𝑞(𝜔) и верно неравенство: 

∥ 𝑓 + 𝑔 ∥Λ𝑞(𝜔)≤ 𝑐 (∥ 𝑓 ∥Λ𝑞(𝜔) +∥ 𝑔 ∥Λ𝑞(𝜔)) ,

(∫  
∞

0

  ((𝑓∗(𝑡) + 𝑔∗(𝑡))𝜔(𝑡))
𝑞 𝑑𝑡

𝑡
)

1

𝑞

≤

≤ 𝑐1 ((∫  
∞

0

  (𝑓∗(𝑡)𝜔(𝑡))
𝑞 𝑑𝑡

𝑡
)

1

𝑞

+ (∫  
∞

0

  (𝑔∗(𝑡)𝜔(𝑡))
𝑞 𝑑𝑡

𝑡
)

1

𝑞

) .

 

Пусть 1 ≤ 𝑞 ≤ ∞ и 𝜔 неотрицательная функция на [0;∞). Сопряженное пространтсво 

Лоренца (Λ𝑞(𝜔))
′

− это множество всех измеримых функции 𝑔 для которых, норма 𝑔 

определяется следующим образом 
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∥ 𝑔 ∥
(Λ𝑞(𝜔))

′= sup
∥𝑓∥

Λ𝑞(𝜔))=1

 ∫  
∞

0

|𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)|𝑑𝑥 < ∞. 

Функция 𝜔 на ℝ+называется регулярной, если удовлетворяет следующее условие [3] 
𝑊(𝑡)

𝑡
≤ 𝑐𝜔(t), t > 0 

где 𝑊(𝑡) = ∫
0

𝑡
 𝜔(𝜏)𝑑𝜏 и с > 0 и не зависит от t. Последовательность положительных чисел 

{𝜇(𝑘)}𝑘=1
∞  называется регулярной, если удовлетворяет следующее условие [3] 

1

𝑛
∑  

𝑛

𝑘=1

𝜇𝑞(𝑘)

𝑘
≤ 𝑐

𝜇𝑞(𝑘)

𝑘
, ∀𝑛 ∈ 𝑁 

Теорема 3. Пусть 1 < 𝑞 < ∞,
1

𝑞
+

1

𝑞′
= 1 и 𝜔 - регулярная функция. Тогда верно равенство 

(Λ𝑞
′ (𝑡𝜔)−1)

′
= Λ𝑞(𝜔) 

В рамках данного исследования были получены и подробно рассмотрены ключевые 

свойства обобщенных пространств Лоренца, включая теоремы вложения, неравенства 

Минковского для этих пространств, а также сопряженные свойства. Результаты исследования 

обобщенных пространств Лоренца показывают, что эти пространства обладают рядом 

уникальных свойств, которые могут быть использованы для дальнейшего развития 

теоретического математического анализа и его приложений. 

Обобщенные пространства Лоренца, описанные в документе, являются расширением 

классических пространств Лоренца, которые были введены и исследованы в предыдущих 

работах [1, 2]. Сравнивая с классическими пространствами Лоренца, обобщенные пространства 

предлагают более гибкие инструменты для работы с функциями и последовательностями, что 

позволяет более точно описывать их свойства и взаимосвязи. Обобщенные пространства Лоренца 

могут найти применение в различных областях, таких как теория управления, обработка 

сигналов, исследование операторов и задачи оптимизации. К примеру, свойства вложения и 

неравенства Минковского могут быть использованы для анализа устойчивости и оптимизации в 

задачах управления. Также, понимание сопряженных свойств обобщенных пространств Лоренца 

открывает новые возможности для разработки алгоритмов оптимизации и численного анализа. В 

будущем работы могут быть направлены на дальнейшее развитие теории обобщенных 

пространств Лоренца, изучение их связи с другими областями математики и разработку новых 

приложений в смежных научных дисциплинах. 
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В данной работе показано, что коэффициенты Фурье функций ограниченной Λ-вариации, 

где  n= , равны )/( nО n . Это было известно для 1+=  nn , 01 −  . Показано, что классы 

L и HBV - дополнительные, аL и ΛBV не являются дополнительными, если класс ΛBV не вложен 

в класс HBV. Показано, что частичные суммы рядов Фурье функций 

ограниченнойгармонической вариации равномерно ограничены, приведено доказательство 

аналога теоремы Дирихле для этого класса функций без использования признака Лебега. 

В [1]показано, что функции ограниченной гармонической вариации(HBV) удовлетворяют 

признаку Лебега сходимости их рядов Фурье, но если класс функций ограниченной Λ-вариации 

(ΛBV) не вложен в класс HBV, он содержит функции, ряд Фурье которых расходится. 

В данной работе приводится оценка коэффициентов Фурье функций из классаΛBV. Мы 

докажем аналог теоремы Дирихле для функций из HBV, не прибегая к признаку Лебега, а также 

покажем, что частичные суммы рядов Фурье функций из класса HBV равномерно ограничены. 

Из этого можно заключить, что классы L и HBV являются дополнительными, то есть справедливо 

равенство Парсеваля (с обычной сходимостью) для Lf  и HBVg . Мы увидим, что L и ΛBV 

не являются дополнительными, если ΛBV не является подклассом HBV. 

Пусть функцияfзадана на отрезке  ba, ,  n=  -неубывающая последовательность 

положительных чисел, такая, что +=


=1

1

n n
и  nI - последовательность 

неперекрывающихсяпромежутков    babaI nnn ,, = .Функция fназывается функцией 

ограниченной Λ-вариации(ΛBV), если для любой последовательности  nI выполняется 

+−


=1

/)()(
n

nnn bfaf  . Супремум этих сумм называется Λ-вариацией функции fи 

обозначается  ( )bafV ,; . При n=  данный класс называют функциями ограниченной 

гармонической вариации (HBV).  

Положим    2,0, =ba  и функция f имеет период 2π. Классы функций K  и 1K  

называются дополнительными [3], если для Kf   и 1Kg   выполняется 
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