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УДК 519.63.3 

СХЕМА РАСЩЕПЛЕНИЯ ДЛЯ РЕШЕНИЯ ВЯЗКОУПРУГОЙ СРЕДЫ МАКСВЕЛЛА 

 

Акежанов Зангар Нурланович 

zaria_94@mail.ru  

Магистрант математического и компьютерного моделирования 

механико-математического факультета 

ЕНУ им. Л.Н.Гумилева, Астана, Казахстан 

Научный руководитель – М.М.Букенов 

 

Построена схема расщепления для трехмерной динамической задачи для линейной 

вязкоупругой среды Максвелла. Показана консервативность предложенной схемы. 

Рассмотрим динамическую задачу линейной теории вязкоупругости в цилиндре 

с границей , следуя [1], 

,      (1) 

 ,      (2) 

,      (3) 

Здесь - вектор скорости; - вектор напряжений; 

- вектор деформаций; - симметричная, положительно-

определенная матрица, зависящая от констант Ламе, - симметричная, 

неотрицательно-определенная матрица, зависящая от коэффицента вязкости - 

диагональная, положительно-определенная матрица. Матрицы перестановочны. - 

линейный матрично-дифференциальный оператор: 

,   

Уравнения (1) выражает закон сохранения импульса, если обьемная плотность . 

Соотношение (2) является следствием соотнощения перемещения - деформации: 

,        (4) 

где - вектор перемещений. Векторы перемещения и скорость связаны 

соотношением  Соотношение (3) является уравнением состояния для среды 

Максвелла.  Решение системы (1) – (4) ищется в цилиндре . При этом  

 

и соответственно,            

        (5) 

Перемещения определяются из соотношения  

3
1]},0[{ RDttDQ  

fR
t







 *

0






R

t

t
C

t
B








 




T},,{ 321   T},,,,,{ 231312332211  

T}2,2,2,,,{ 231312332211  
TBB 

;, TСС 

; 

,,CB R

T

R
























213

312

321

000

000

000

.3,2,1,,* 



 i

x
RR

i
i

T

1

uR
Tuuuu },,{ 321 u 

./ tu 
Q

,),()0,(),()0,( Dxxx
t

u
xxu 




 

),()0,(),()0,( xRxxx  

),( txu

mailto:zaria_94@mail.ru


1541 
 

 

На боковой поверхности цилиндра искоемое решение удовлетворяет одному из однородных 

краевых условий: 

 (6) 

Для исходной задачи (1) - (6) справедлив интегральный закон сохранения, так как 

      

 (7) 

Здесь  

Рассмотрим сеточную задачу для модели Максвелла.  

Пусть - прямоугольный параллелепипед: . 

Введем в сетку , равномерную по каждой координате : . Пусть  

Тогда  От векторов непрерывных аргументов перейдем к 

векторам дискретных аргументов, заданных на сетке 

.  

Для задачи (1) – (6) рассмотрим разностную схему 

  (8) 

Здесь  

       (9) 

 

Из (9) вытекает сеточный закон сохранения для вязкоупругой среды Максвелла:  

    (10) 

что в точности сопадает с (7). 
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Теорема 1. Разностная схема (8) полностью консервативна.  

Доказательство. Используем терминологию работ [2,3]. Аппроксимация опорного оператора 

порождает конкретную аппроксимацию сопряженного оператора  Это и позволяет на 

сеточном уровне сохранить структуру дифференциальной задачи и структуру интеграла энергии 

(7) для этой задачи. Можно трактовать как некоторую составную норму сеточной вектор – 

функции напряжений. Тогда из (10) вытекает равномерная устойчивость разностной схемы (8) 

по начальным данным в норме  . Отсюда стандартным образом [3, гл. VI ] вытекает и 

устойчивость по правой части и, как следствие, теорема сходимости.  

Основные проблемы при численной реализации консервативной разностной схемы (8) 

связаны с обращением многомерных операторов. Для исходной (1) – (7)  задачи построим 

консервативную разностную схему с законом сохранения (10), в которой обращению подлежат 

лишь одномерные операторы. Эта схема основана на методе расщепления [4-6]. 

Опорный сеточный оператор  из (9) допускает аддитивное разложение 

   (11) 

которое порождает аддитивное разложение для сопряженного сеточного оператора 

  

 (12) 

Следуя [4–6], переход  будем осуществлять с помощью 

последовательных переходов . Каждому такому переходу 

поставим в соответствие одномерную сеточную вязкоупругую задачу в скоростях напряжений, 

порождаемую аддитивным разложением (11), (12). 

 Итак, при заданных  переход m → m + 1/3 будем осуществлять с помощью 

одномерной разностной схемы 

    (13) 
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Тогда после несложных преобразований получим для  

 

Определим  в начальный момент времени [7, с. 31]. Это уравнение относительно 

 решается трехточечной прогонкой по  при заданном . Для из второго 

уравнения (13) получаем 

 

Для из третьего уравнения (13) выводим 

. 

Далее, при заданных , , с помощью одномерной разностной схемы  

    (14) 

трехточечной прогонкой по находится , , .  

И при заданных , , используя трехточечную прогонку по , из одномерной 

разностной схемы  

     (15) 

находим   , ,  и т.д. 

Теорема 2.  Аддитивная разностная схема (13), (14),(15) обладает сеточным законом сохранения 

(10). 

Доказательство.  Доказательство этой теоремы связано с тем, что на каждом из переходов 

  удалось сохранить структуру исходной дифференциальной 

задачи (1) - (7). Поэтому, как и при доказательстве теоремы 1, для (1) будем иметь   

3/1m

m
hh

m
h

m
h

mm
hh

m

RCBR

CBCBRRRCBR















1
1

11
*
1

2

11
1

11
*
1

*
1

3/1
1

1
11

*
1

2
3/1

)
3

(
9

)
3

()
3

(
33

)
3

(
9









m 01
1

0   B

3/1m 1x
m 3/1m

)(
3

3/1
1

3/1   mm
h

mm R 




3/1m

3/11
1111

1
11

3/1 )
3

(
3

)
3

()
3

(   mmm CBCBCB 







3/1m 3/1m

)(
3

1

,0)(
3

1

,0)(
3

1

3/23/1
1

3/2
1

3/2

3/23/1
1

3/2

3/23/1*
1

3/2













mmm
t

m
t

mm
h

m
t

mm
h

m
t

CB

R

R







2x
3/2m 3/2m 3/2m

3/2m 3/2m 3x

)(
3

1

,0)(
3

1

,0)(
3

1

13/2
1

1
1

1

13/2
3

1

13/2*
3

1













mmm
t

m
t

mm
h

m
t

mm
h

m
t

CB

R

R







1m 1m 1m

13/23/1  mmmm



1544 
 

            

(16) 

а для (14), (15) 

 (17) 

     (18) 

Теперь из (16)-(18) для аддитивной разностной схемы(13), (14), (15) вытекает справедливость 

сеточного закона сохранения (10) 

          (19) 

Остается заметить, что при дальнейших стандартных рассуждениях, приводящих от (19) к 

теореме сходимости, следует рассматривать аппроксимацию задачи (1) – (7)  разностной схемой 

(13) - (15) как суммарную [8, гл. IX, § 3]. 
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В данный момент в «АО «НК Казахстан Темир Жолы» на базе Главного 

вычислительного центра ведется разработка автоматизированной системы «Единый 

корпоративный центр начислений и расчетов – ЕКЦР». Система создается как информационный 

ресурс, обеспечивающий всем заинтересованным сторонам централизованный доступ к 
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