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шығынын оптималды басқарылуы зерттелді. Қозғалтқыштың сызықтық моделін қорытылып 
шығарылған беріліс функциясымен (10)  сипаттауға болады [5,7]. 
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Предлагается подход к исследованию робастной устойчивости динамических систем 
управления с одним входом и одним выходом [1, 2]。 Исследование робастной устойчивости 
систем управления базируется на построении функций  А.М. Ляпунова. В работе излагается 
метод построения функций А.М. Ляпунова на основе геометрической интерпретации теорем 
Ляпунова об асимптотической устойчивости [3, 4, 5]. 

Пусть  замкнутая стационарная система управления описывается уравнением состояния  
1,, RuRxbuAx
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dx n ∈∈+=
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Закон управления задается в виде скалярной функции: 
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)()( txktu T−=       (2) 
где n

T kkkk ,,21 =  – матрица коэффициентов управления размерности 1 n. Тогда 
систему (1) в развернутой форме представим в виде: 
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В качестве инструмента исследования устойчивости системы (3) используем основные 

положения прямого метода Ляпунова [4,5], для асимптотической устойчивости  состояния 
равновесия системы необходимо и достаточно, чтобы существовала положительная функция 
Ляпунова V(𝑑𝑑) такая, чтополная производная по времени, вдоль решения 
дифференциального уравнения состояния (3) является отрицательно определенной 
функцией, т.е. 

0)()( <
∂

∂
=

•

dt
dx

x
xVxV      (4) 

 
Полная производная по времени от функции Ляпунова (4) с учетом уравнения 

состояния (3) определяется как скалярное произведение вектора градиента 
x
xV

∂
∂ )( от функции 

Ляпунова на вектор скорости
dt
dx . Вектор градиента от функции Ляпунова всегда направлен в 

сторону наибольшего роста функций, т.е. от начала координат в сторону наибольшего роста 
функции Ляпунова. 

При исследовании устойчивости системы началу координат соответствует заданные 
вектора движений или стационарные состояния системы.Уравнения состояния системы (1) 
или (3) составляются всегда в отклонениях ∆𝑑𝑑от стационарного состояния )( SS XXxxX −=∆= .  

Поэтому уравнения состояния (1) или (3) выражают скорость изменения вектора 
отклоненийx и можем предположить, что вектор скорости отклонений направлен, в 
устойчивой системе,  к началу координат. Отсюда, если функция Ляпунова )(xV задается в 
виде вектор-функции ))(),...,(),(( 21 xVxVxVV n , а из геометрической интерпретации теоремы 
А.М.Ляпунова выберем антиградиенты от компонентов функций Ляпунова равными 
компонентам вектора скорости, [4]: 

Введем вектор градиента от компонентов вектор-функций Ляпунова в виде: 
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 (5) 

 
Введем проекций компонентов вектора скорости на координатные оси следующим 

образом: 
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Тогда из (4) с учетом (5) и (6) получим для полной производной по времени от 
компонентов вектор-функций Ляпунова. 
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Из этого выражения следует, что полная производная по времени от компонентов 
вектор-функции Ляпунова всегда будет знакоотрицательной функцией. 

Также для полной производной по времени от функции Ляпунова 
)(...)()()( 21 xVxVxVxV n+++= в скалярной форме получим 
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Функцию Ляпунова из (5) можем получить в форме вектор-функции [5] с 

компонентами: 
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 Здесь компоненты вектора-функции Ляпунова ),...,1( niVi = построены по 
компонентам вектора градиента: 
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Функцию Ляпунова в скалярной форме можно представить в виде 
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Условие положительной определенности функций (2.7) с учетом отрицательной 
определенности квадратичной формы (2.5), т.е. устойчивости системы (2.3) получим в виде 
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Обычно в системах управления точное математическое описание часто недоступно. В 
реальных задачах неизбежно присутствует неопределённость,  а система управления должна 
быть работоспособной при выполнении ограничений (8) и при наличии неопределенности в 
параметрах. 

)),(( ijgG =
 

,0
ijijij gg ∆+=

 
,ijij mγ<∆
 

ni ,...,1=  

где номинальная матрица 0
0 ijgG = сверхустойчива jjijij kbag −= – элементы матрицы 

замкнутой системы ))(( 0
0 ijgG =  – номинальное значение элементов матрицы номинальной 

системы (1), ijij m<∆∆=∆ )),(( –неопределенность, матрица ))(( ijmm =  задает 

масштабы изменения элементов ijg матрицыG, а 0>γ – размах неопределенности. 

Систему задаем антиградиентом некоторой потенциальной функции Vx x∆= , 
полученной ранее в виде функций  Ляпунова, т.е. 
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Сверхустойчивость номинальной системы (9) определяется выражением (4). 
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( ) ∑
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iinnij nikakagGδ  (10) 

Потребуем, чтобы условие сверх устойчивости сохранялось для всех матриц семейства: 

( ) nigg
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Ясно, что это неравенство будет выполнено для всех допустимых ii∆ тогда и только 
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Таким образом, мы в явном виде находим радиус робастной устойчивости 
интервального семейства. 
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