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мұндағы g  және h  - берілген функциялар.  
Теорема. Айталық, r  функциясы  
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шарттарын, q  функциясы  
1, <rqγ  

шартын қанағаттандырсын. Онда l  операторы 2L  кеңістігінде қайтарымды болады. 
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k -өріс, [ ] [ ]nXXkXk ,...,: 1= - nXX ,...,1  айнымалалрынан тәуелді көпмүшелер сақинасы 

болсын. Ал nn
n kkFFF →= :),...,( 1    
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)),...,,(),...,,...,,((),...,,( 2121121 nnnn xxxFxxxFxxx →  
 

түріндегі полиномиалды бейнелеу болсын. Мұндай полиномиалды бейнелеуді 
керіленетін деп атаймыз егер де  nn

n kkGGGG →= :),...,,( 21  полиномиалды бейнелеуі 
табылып, ),,...,( niii FFGX =   ,1 ni ≤≤  болса. Енді бізге қажет бірнеше анықтамалар  мен 
тұжырымдарды [1] еңбектен келтірейік.   

Анықтама. Егер  nn kkF →:  керіленетін полиномиалды бейнелеу болса, онда nFF ,...,1  
жиынын [ ]Xk  координаталық жүйесі деп атаймыз. Ал [ ]Xkf ∈  көпмүшелігін координата 
деп атаймыз егерде [ ]XkFF n ∈,...,2   көпмүшеліктері табылып, [ ]XkFFf n ∈,...,, 2  
координаталық жүйесі болса.  Енді координаталық жүйенің бір қасиетін берейік. 

Лемма.  Егер nn kkF →:     полиномиалды бейнелеу болса, онда  F  керіленуі үшін 
 [ ] [ ]nn FFkXXk ,...,,..., 11 =  теңдігінің орындалуы қажетті және жеткілікті. 

Сонымен бірге 
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)( арқылы F  бейнелеуінің Якоби матрицасын 

белгілейміз. Енді керілену проблемасына тоқталайық: « nn kkF →:  полиномиалды 
бейнелеуінің  керіленетінін не керіленбейтінін анықтауға болады ма?»   Бұл проблеманың 
қажеттілік шарты мейлінше оңай тұжырымдалады. Алдымен F  керіленетіндігінен 

,))(( XXFG =  мұндағы  ),,...,( 1 nXXX =  теңдігін аламыз, одан кейін тізбек ережесінен   
.)())(( IXJFXFJG =  

Бұл теңдіктің екі жағынан да анықтауыш аламыз,  яғни 
.1)(det))((det =XJFXFJG  

Бұдан екі анықтауышта көпмүшелер болғандықтан, тек қана нөлден өзге тұрақты 
көпмүшелер ғана бұл теңдікті қанағаттандырады, яғни .*kJF ∈  Сонымен, егер nn kkF →:   
керіленетін болса, онда  *det kJF ∈ .  Бұл шарт  Якобиан шарты деп аталады. 

 Сонымен қатар  Якобиан шартын қанағаттандыратын  nn kkF →:  берілген 
полиномиалды бейнелеуі Келлер бейнелеуі деп аталады. Келлер бейнелеуі керілене ме деген 
сұраққа әлі жауап табылған жоқ.  Егер  k - сипаттамасы p >0 өріс болса, онда жауап теріс. 
Мысалы: 1=n  және  [ ]XkXXXF p ∈−=)( . Бұл жерде 1det =JF , .11)( 1 =−=′ −ppxXF  F  
иньективті болмағандықтан ( 0)1()0( == FF ),  оның кері бейнелеуі жоқ.  

   Енді k - сипаттамасы 0 тең өріс болсын, онда 1=n  болғанда  *)( kXF ∈′  шартынан 
µλ += XXF )(   түрде болатындығы шығады, мұндағы *k∈λ  және  k∈µ .  Сол себепті  F

керіленеді және былай есептеледі:  
µλλ 11)( −− −= XXG , 

,)()())(( 11 XXXGXFG =−+=+= −− µλµλλµλ  
яғни  1=n  болған жағдайда  *det kJF ∈  шарты  F -тің керіленуі үшін қажетті және 

жеткілікті шарт болып табылады. Алайда  2≥n   болған жағдайда біз бұл тұжырымның 
дұрыс не теріс екенін білмейміз. Бұл проблема -  әйгілі Якобиан гипетезасы. 

k  өрісінің орнына Z  бүтін сандар сақинасын қарастырғанда жоғарыдағы 
проблемалардың  аналогын 1939 жылы Келлер тұжырымдады [1]. Келлер проблемасының 
Якобиан гипотезасына эквивалент екенін аңғару қиын емес. Сондықтан да көптеген авторлар 
Якобиан гипотезасына Келлер проблемасы деп қарайды. Якобиан гипотезасы кейінірек Стив 
Смэйлдің «Келесі ғасырдың математикалық проблемалары»  еңбегінде 18 ашық 
проблеманың 16-шысы болып кездеседі [2].  

Біздің негізгі мақсатымыз – координатаның қарапайым қасиеті болатын келесі 
тұжырымды дәлелдеу.    



2019 
 

Теорема.  ][Xkf −  - тің координатасы болса, онда nX
f

X
f

∂
∂

∂
∂ ,...,

1   унимодуляр жол 
болады,  яғни ][Xkai ∈   табылып, 

nX
f

nX
f

X
f aaa ∂

∂
∂
∂

∂
∂ +++= ...1

21 21  
 теңдігі орындалады. 
Дәлелдеуі. nn

n kkFFfF →= :),...,,( 2  керіленетін полиномиалды бейнелеу болсын,  
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теңдігін аламыз. Енді теңдіктің сол жағындағы анықтауышты бірінші жолы бойынша 

жіктеп келесі өрнекті аламыз:  
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Ары қарай ii ag =⋅−1α  деп алмастырсақ, онда ізделінді теңдік шығады.  
Осы дәлелдеген тұжырымға мысал ретінде келесі бейнелеуді қарастырайық.  k  -

сипаттамасы 0-ге тең өріс, 22
2 :),( kkFfF →=  бейнелеуі YXFYXXf nn +=++= 2,  

көпмүшелерімен анықталатын болса, онда  ))(,(),( 21
nYXYYXGGG −−−==  кері 

полиномиалды бейнелеу және [ ]YXkf ,− - тің координатасы болатындығына, ал  
Y
f

X
f
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∂ ,   

унимодуляр жол екендігіне көз жеткізу қиын емес. 
 

Пайдаланылған әдебиеттер тізімі 
1. Van den Essen A. Polynomial automorphisms and the Jacobian Conjecture. Progress 

in mathematics; Vol. 190. -Basel; Boston; Berlin: Birkhauser, 2000, p. 330  
2. Smale S. Mathematical problems for the next century. Math. Intellingencer, 

20(1998), №2, p. 7-15.                                                                                                                
 
 

ӘОЖ 512.55 
КӨП АЙНЫМАЛЫДАН ТӘУЕЛДІ КӨПМҮШЕЛІЛЕР САҚИНАСЫНДАҒЫ БӨЛУ 

АЛГОРИТМІ 
 

Балабеков Мұса  
musa_95.2012@mail.ru  

Л.Н.Гумилев атындағы Еуразия ұлттық университеті механика-математика факультетінің    
3-курс студенті, Астана, Қазақстан  

Ғылыми жетекшісі- Ш.Ө.Абуталипова  
 

     [ ]nxxk ,...,1 – K өрісіндегі nxx ,...,1  айнымалылардан тәуелді көпмүшелер сақинасы болсын.  
Біз бір айнымалыдан тәуелді көпмүшелер сақинасында бөлу алгоритімін білеміз [3]. Біздің 
мақсатымыз - [ ]nxxkf ,...,1∈   көпмүшесін  [ ]nn xxkff ,...,,..., 11 ∈  көпмүшелеріне бөлуді 
үйрену [1]. Яғни 𝑓𝑓  -ті келесі түрде жазу: 
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